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反応曲線が既知なロブ」パス問題の最適解  
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和文概要  心理学において，「慣れ」や「飽き」のように，同じ選択を続けると効果が悪くなる現象を記述  

する，ロブー／ヾス問題と呼ばれるモデルがある．AbeandTakeuchiは，この間題をオンライン学習問題として  

定式化し，それがmulti－armedbandit問題の拡張とみなせる事を指摘した．古典的なbandit問題との違い  

は，プレイヤーの選択が環境自体に影響を与え，環境を変化させてしまうという点にある．   

学習問題としてのロブーパス問題に対してこれまでに提案された戦略は，すべて基本的に，「未知環境からの  

反応をもとに，その環境に対する最適“定常”戦略を推定し，その戦略に従って選択肢を運ぶ」ということを  

繰り返すものである．また，戦略の評価には，環境が既知だった場合の最適“定常”戦略と比較して，実際に  

は環境が未知な事によるロスが，どの程度におさまるかを基準としている．   

このような方針が安当かどうかを判断するためには，環境が既知だった場合の（定常とは限らない）最適戦  

略を知っておく必要がある．本論文はこれを導出する．その系として，従来研究で仮定されていた「マッチン  

グ条件」が，最適戦略が打ち切り時刻によらないための必要十分条件となっている事を指摘する．これにより，  

目標として“定常”戦略のみを考えることの正当性が保証されることになる．マッチング条件自体の意味や安  

当性に関する議論も行う．さらに，漸近最適性を定義し，忘却ありの相手なら定常戦略が漸近最適となるが，  

忘却なしなら漸近最適戦略は存在しない事を示す．  

1． はじめに  

実世界においては，同じ選択を行っても，周囲の状況（環境）によって，得られる結果は異なって  

くるのが普通である．しかも，自分の選択自体が環境に影響を与え，その状態を変化させてしま  

うという場合が多い．このような場合には，各瞬間瞬間ごとの利益を最大にする選択肢を選ぶ  

のではなく，環境を自分に有利な方向に誘導するなど，未来の事まで考えた戦略を取らないと，  

全体を適しての合計利益を最大化することはできない．ロブーパス問題は，その典型的な状況  

をモデル化したものである．その原型は，心理学において「慣れ」や「飽き」のように，同じ選  

択を続けると効果が悪くなる現象を記述するために用いられていたモデルである［3］・Abeand  

Takeuchi［1］は，これをオンライン学習問題として定式化し，それがmulti－armedbandit問題  

の拡張とみなせる事を指摘した．環境が未知であり，自分の選択に応じて得られる結果を通じ  

て環境を探りながら，しかも全体としての合計利益を最大化するような選択を行っていかねば  

ならない，というのが彼らの問題設定である．古典的なbandit間道との違いはっプレイヤーの  

選択が環境に影響を与え，環境を変化させてしまうという点にある・   

オリジナルのロブーパス問題は，次の通りである［3］．（本論文での設定は，2章で述べる・）「プ  

レイヤー」と「相手」の2名による，仮想的なテニスの試合を考える．毎時刻（f＝1，2，3，・‥）  

ごとにプレイヤーは「ロブ」か「パス」かを選択する．これに対し相手は，プレイヤーがこれ  

までにロブを選んだ割合を調べていて，それに応じた準備をして待っている．相手がロブ率  
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をβと推定している時，プレイヤーがロブを出すと勝つ確率はん（β），パスを出すと勝つ確率は  

み（5）であるとする・（1回のショットで勝負がつくとしフラリーが続いたりはしない．）このん，′p  

を反応曲線と呼ぶ。プレイヤーは勝てば利益1をもらえ，負ければ利益は0である．このような  

ゲームをf＝1，2，3，…と続けていく時，合計利益の期待値をできるだけ大きくするには，各時  

刻毎にプレイヤーはどのようにロブかパスかを選択すれば良いか．   

AbeandTakeuch［1］では「反応曲線fLjpは未知であり，ゲームを通じて学習しなくては  

ならない」という点に注目して，Lob－Pass問題がオンライン学習問題として定式化され，それ  

がMulti－armed Bandit問題を発展させたものとみなせることが指摘されている．この文献で  

は，反応曲線ん晶が線形な場合に対していくつかの戟暗が提案され，様々な設定における性  

能が調べられている．Kilianetal．［6］は，同じく線形な反応曲線に対し，ノイズトレラント  

なバイナリーサーチを応用した戟略を構成しっ［1］より弱い前提のもとでも有効に機能すること  

を証明した・ただし［1］［4］とは戦略の評価基準が少し違っているうえフ5のダイナミクスが考慮  

されていない・また，Kilianらは，単純なgreedyalgorithmも検討している．これに関しては，  

ゲームを十分長く続けたときの漸近的な性能が，オーダーとしては理論的限界値を達成してい  

るようだというシミュレーション結果が報告されている・HiraokaandAmari［4］では，反応曲  

線が非線形でノンパラメトリックな場合に対して，確率近似法を応用した戦略が解析されてい  

る．   

以上の戟略はすべて，基本的には，「未知環境からの反応をもとに，その環境に対する最適  

“定常”戦略を推定し，その戦略に従って選択肢を選ぶ」ということを繰り返すものである．ま  

た，これらの論文では，与えられた戦略打の評価方法としては，（反応曲線ん，みを知っていると  

して）“定常”戦略の中で最適な戦略の性能に比べて，（反応曲線を知らない）打の性能がどの程  

度劣っているか，というロスを基準としている．しかし，このような方針が安当かどうかを判  

断するためには，環境が既知だった場合の（定常とは限らない）最適戦略を知っておく必要があ  

る．   

さらにフこれらの論文では，提案されたアルゴリズムがうまく機能するために，反応曲線尤，み  

に関してある条件（［1］［6］ではマッチングショルダー条件，［4］では，その非線形版であるマッチ  

ング条件）が仮定されている．しかし，この条件が満たされない場合にどのような現象が生じる  

かはあまり議論されていない，この条件が，最適戦略が打ちきり時刻に依存しないための必要  

条件である事が，［4］で指摘されている程度である．   

本論文では，反応曲線ん，みが既知の場合の，厳密な最適戟略を求める．その系として，マッ  

チング条件は，最適戦略が打ちきり時刻に依存しないための必要十分条件であることが導かれ  

る．この結果，上のように“定常”戟略に限定した中で最適な戟略を考える事に根拠が与えられ  

る。また，マッチング条件自体の意味や妥当性についても議論する．マッチング条件が成立し  

ていない場合には，打ち切り時刻に応じて最適戟略は異なったものになる．そのため，打ち切り  

時刻が特に定まっていない時の戦略を議論する際にはっ「最適」性の定義に注意が必要である．  

本論文では，漸近最適性を定義し，忘却ありなら定常戦略が漸近最適となるが，忘却なしの時は  

漸近最適戦略は存在しない事を示す．   

なお，離散性ゆえに生じる繁雑さをさけ，本質的な現象に注目するために，本論文では時間  

が連続な場合を扱う．このような，反応曲線既知7連続時間のロブーパス問題は，入力の大きさ  

に制限がある時の，一次遅れ系の制御問題へと書き換えられる・（ただし，通常の制御問題とは目  

的関数が異なっている．）従って，変分法により最適解を求めることができる・   

2章で，本論文に用いる記号を定義し，扱う間道を述べる．そして，一般の戟略を扱う前に，準  

備として定常戟略について調べる．3章が本論文の主要な結果である．この章では，相手がロブ   
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率を推定する際に，忘却がありの場合，なしの場合のそれぞれに対して，厳密な最適捌各を示す．  

4章では，ゲームの打ち切り時刻が特に定められていない場合に関して議論する・まず，［1］で導  

入されたマッチング条件が，最適戦略が打ち切り時刻によらないための必要十分条件となって  

いる事を4．1節で指摘する．次に，4．2節で漸近最適性を定義し，定常戦略の漸近最適性／非最適  

性を調べる．5章では，本論文で仮定した条件の安当性や，オリジナルのロブーパス問題との相  

違について議論する．本文中で示す最適戟略の導出は，付録A，Bで行われる．   

2．問題設定  

この事では，本論文で用いる記号の定義を与え，ロブーパス問題を定式化する．その後，一一般の  

戟略を議論する準備として，定常戟略について述べる．  

2．1．ロブーパス問題  

本論文で扱うのは，連続時間，既知反応関数を持つロブーパス問題である．前述のように，「プ  

レイヤー」と「相手」の2名による，仮想的なテニスの試合を考える．時刻壬における，プレイ  

ヤーの選択をγ（り，相手が推定しているロブ率をβ（りで表す・各時刻f∈Rごとに，プレイヤー  

はその瞬間のロブ率γ（りを選択する・時間を連続化しているので，プレイヤーは0≦r（り≦1  

の任意の値を選択することができるとする．これは，ロブ70％，パス30％のような混合戟略を  

とることができるということである（5章参照）．関数叶）は区分的に連続であるとする．   

一方，相手の方はある決まったアルゴリズムで，過去の結果に基づいて，プレイヤーのロブ  

率r（りを推定している．そのアルゴリズムとしては，本論文では次の2通りの場合を考える．  
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ここに，β（壬0）＝軸はゲーム開始時刻foにおける初期状態である．微分形で書くと  

β（壬）＝ 

（（f））  
〈宇ご云竺誓……芸芸乙ミ  

（2・1）  

となる・つまり，忘却なしでは，過去のロブ率の平均値がβ（りであり，忘却ありでは，遠い過去  

の影響が小さくなるよう重みをつけて平均をとったものがβ（f）である．叶）が区分的に連続で  

あるとしたので，叶）は連続であり，さらに区分的にCl級となる．このβ（ま）は，時刻fにおけ  

る相手の「状態」とみなすことができる．なお，忘却ありの場合，一般には忘却因子β＞0を明  

示して  

β（壬）＝紳（り－β（壬））  

とすべきだが，時間軸のスケールを取り直し，β壬を改めて壬とおけば，忘却因子β＝1の場合  

に帰着される．   

ある瞬間に，プレイヤーの選択がγ，相手の状態がβであったら，プレイヤーは  

ぴ（γ，β）≡γん（5）＋（1－γ）み（β）  

という利益を得る・反応曲線ん（β），み（β）はそれぞれ，相手の状態がβの時，プレイヤーがロブ  

（γ＝1），またはパス（γ＝0）を選んだ場合の利益である（図1）・本論文では，反応曲線ん（β）晶（β）   
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図1：反応曲線ん（β），ん（β）  

が既知の場合を扱う．プレイヤーの目標は，合計利益  

G州≡∫ぴ（γ（佃））d壬  

を最大にするようγ（f）を選ぶことである・ゲームの開始時刺子o，終了時刻r，および相手の初  

期状態β（壬0）＝軸は前もって知らされているとする・   

反応曲線ん，ゎに関しては，C2級であること，及び以下の条件を仮定する．  

仮定1（単調性）  

差（β）＜0，芳（β）＞0（brO＜β＜1）  （2．2）  

仮定2（非自明性）  

ん（0）＞み（0），ん（1）＜み（1）  （2■3）  

これらの条件は，大雑把に言うと次のようなことを主張している：単調性については，相手が推  

定している「プレイヤーがロブを出す確率」がβであるから，それが高いほど，ロブを出した  

時に得られる利益が少なくなると言うことである．そもそもそういった現象（同じ選択を続け  

ると効果が下がる，慣れ・飽きなど）をモデル化したのがロブーパス問題だったのだから，単調  

性は当然の仮定である．また非自明性は，5＝0，1の両極端の状態では，それぞれ，パス，ロブの  

方が勝ちやすいということである．もし（2．3）が成り立っておらず，例えばん（0）≦み（0）だっ  

たら，相手が「ロブは来ない」と確信している時にロブを出してもパスを出すより少ない利益  

しか得られないのであるから，プレイヤーがロブを出すべき場合が全くなくなってしまう．即  

ち，単調性からすべての5でん（β）≦み（β）となり，常にγ（ま）＝0が最適戦略であるという自  

明な結果となってしまう，   

さらに，技術的な理由から7以下を仮定する．  

仮定3（単峰性）βの関数棚（β，β）は単峰である■すなわち，dぴ（5，5）／dβはブある点β＊を境に  

可β，β）＞0（β＜β＊）フ＝0（β＝β＊）フ＜0（β＞β＊）  
（2・4）  

となっている．   
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仮定4（符号の単調性（忘却なしの場合））βの関数（∂／鮎）ぴ（γ，β抽＝βは，ある点5×を境に  

∂ぴ（γ，占）  
≧0（β＜β×），＝0（β＝β×），≦0（β＞5×）  （2．5）  

となっている．この条件は忘却なしの場合のみ仮定する．  

なお，【1］【6］のように反応曲線が線形のときは，「単調性」さえ満たされていれば，自動的に「単  

峰性」「符号の単調性」も成立する．また，「単峰性」「符号の単調性」の妥当性に関する別  

の解釈は，5．1節で議論される．   

まとめると，本論文で解く問題は，  

0≦γ（f）≦1なる，区分的に連続な関数γ（・）をうまく決めて，範［γ］＝信び（r（ま），β（ま））dま  
を最大化せよ．ここに  

β（壬）＝ 

〈  

γ（ま）－β（f）（忘却ありの場合）  

（γ（壬卜5（り）（忘却軋の場合）  
β（fo）＝ 恥  

Ⅷ（r，β）＝ rん（5）＋（1－－γ）み（β）  

ん應は既知で，条件（2・2）（2．3）（2・4）および（2．5）（忘却なしの場合）を満たしてい  

る．  

となる．関数叶）をどう決めるかが，プレイヤーの戦略である．これは，一次遅れ系に対する  

一般の最適制御問題の形であり，変分法により解くことができる．ただし，通常の制御問題とは，  

目的関数びが異なっている．   

なお，オリジナルのロブーパス問題との相違点に関しては，5．2節で議論する．  

2．2．最適定常戦略と瞬間利益最大化戦略  

一般の戟略を議論する前に，準備としてまず定常戟暗について検討しておく．定常戟略とは，  

γ（f）＝γ0という，ある一定の選択肢を選び続ける戦略のことである．このとき相手の状態βは  

γ0に漸近するので，十分時間がたてば瞬間利益は，  

可γ0）≡ぴ（γ0，γ0）＝γ0ん（γ0）＋（1－γ0）み（γ0）   

に漸近する・このとき，単峰性条件（2・4）から，β＊が，定常戦略の中では（長い時間ゲームを行  

うなら）最適なロブ率となる（図1）．そこで，β＊を「最適定常ロブ率」と呼ぶことにする．   

一方，各瞬間ごとにその瞬間の利益を最大化する瞬間利益最大化戦略（その日暮らし戟略）  

は，「ん（β（り）＞み（β（り）ならr（り＝1，尤（β（り）＜み（5（壬））ならγ（り＝0」である．今，  

ん（β）＝み（ぎ）となる点（非自明性（2．3）と単調性（2．2）から唯一存在する）をβ＝β0とおくと，  

瞬間利益最大化戟略は，「β（り＜β0ならγ（り＝1，β（り＞β0ならγ（り＝0」とも書ける．この  

占○を「マッチング点」と呼ぶことにしよう．β（壬）はγ（壬）に追従するから，瞬間利益最大化戟略  

を続けるとβ（り→β○となり，各瞬間の利益はγ（β○）＝九（β0）＝み（β0）になる．   

一般にはβ＊≠β○であり，瞬間利益最大化戦略は，累積の合計利益に関しては最適定常戟略  

に劣る【1］［3］［4］．以上の議論は，忘却ありでもなしでも成立する．   

3．厳密な最適戦略  

3．1．忘却ありの場合  

この節では，相手が忘却ありの場合の厳密な最適戦略を述べる．   
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図2＝ゲームの状態点（f，5）  

ゲームの状態は，現在の時刻まとその時の相手の状態β（ま）の組で記述されるから，f－β平面  

上の一点で表現される（図2）．この「状態点」は時刻まを進めるにつれて図の右方向へ推移し  

てゆく・その際，γ（り＞β（りであれば状態点は図の右上方向に進み，γ（り＜β（りであれば右下  

方向に進む・γ（f）＝5（ま）であれば，状態点は右へ水平に進む．γ（り・＝ざ（り＋ゐ（り仲という関  

係があるから，制約0≦叫）≦1は，状態点の軌跡の傾きがある範囲の値（βに依存する）しか  

取れないということを意味している．   

次の定理の証明は，付録Aで述べる．  

定理1「えJノにおいて，忘却ありとしタ条件作．勿作．卯作．イノを仮定する．このとき′最適戦略は  
みαれダーわαmタコントロールの形である一即ち，ま一β平面が2つの領域エフPに分割され′領域上では  

γ＝1「ロブを出すノブ領域Pではγ＝0「ヾスを出すノとするのが最適となる．ここに   

●β＊＞ざ0の場合ご  

エ＝（（壬フ5）lβ＜β＊かつβp（才，ざ）≧0））  （3．1）  
●β＊＜ざ0の場合ご   

P＝（（ま，β）lβ＞β＊かつかェ（fフβ）≧0‡  
（3・2）  

であり′他方はその補集合として決定される．βエフかpはフそれぞれ  

βェ（f，β）＝ γ（5卜ん（1－（1－β）e‾（r‾り）  

βp（壬，5）＝ γ（5卜み（βe‾（r‾り）  

と定義する・ただしクエとPの境界線上で5＝β＊の部分ではノγ＝β＊とする．個卯  口   

例えば，  

ん（β）＝一触β＋毎，t存（β）＝αp5＋毎  （3－3）  

という線形の場合には  

αp＋毎－みp 。 わムーわp  
β＊＝  β0＝  

2（αム＋αp） 
’   

αェ＋αp   

でありフβ＊≧ざ○（すなわち，みェー毎≦αp）なら，曲線かp＝0は，  

（1－e‾（r‾壬））αp＋毎一毎  
，ヾ ＝  

αェ＋αp  

という指数関数の形になる．具体例として，  

αム＝0・2，αp＝0．8，む上＝0．4，わp＝0．1，r＝10   
（3・4）  

という設定でこれをプロットすると図4になる．点線がβ＝5＊，実線が曲線βp＝0である．   
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図3：忘却ありの場合の最適戟略  

3．2．忘却なしの場合  

忘却ありの時と同様にして，次の定理が得られる．なお，ロブとパスは対称なので，β×≧占○と  

仮定して一般性を失わない．実際，β×＜β○のときは，  

月＝1－γ，g＝1－β，。軋（ぶ）＝み（β），ヂp（β）＝尤（β）   

とおいて，（γフβ，ん，み）のかわりに（月，ぶ，軋，鞄）を考えれば，β×≧β0の場合に帰着される・  

定理2作．項こおいて，忘却なしとし′条件作．勿作・卯作・イノ作・りを仮定しクβ×≧β○とする・  
このとき，最適戦略はみα喝－ゐαれタコントロールの形である．即ち，f－β平面が2つの領域上，Pに  
分割され，領域上ではγ＝1押ブを出すノタ領域Pではγ＝0「パスを出すノとするのが最適と  

なる．切替え曲線笹とPの境界線ノβ。（りは，   

●fo≦f≦壬×では  

（3．5）  β。（ま）＝β×  

●fX＜ま＜rでは  

荘（β。（りま／r）  
†／／ 

（3．6）   γ＝占＝β。（り 一旗c（刷r）  

により決定される．ここにま×はフ微分方程式β．りの解がβ。＝β×と交わる時刻でありク  

J：′r 
榊×（）＝擁×）一以β×）  （3．7）   
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図4：忘却ありの場合の切り替え曲線（数値計算例）．点線：ざ＝5＊，実線：かp＝0   

という関係からも求められる．この曲線よりβが大きい側がアブ小さい側がエである．ただし，  

上とPの境界線上でβ＝β×の部分，即ち線分（（ま，5×）lto≦t≦壬×）上ではクγ＝5×とする■  

［］  

この結果を図示すると，図5左のようになる．（3．3）（3．4）の設定で計算した具体例は図5右であ  

る．  

4．打ち切り時刻の影響  

ここまでで述べたように，最適戦略は，打ちきり時刻までの残り時間に依存する非定常なもの  

となる．従って，打ちきり時刻rが未知の場合には，厳密な意味での（どんなrに対しても一様  

に）最適な戟略は存在しない．この点を克服するには，前提条件を強める，「最適」の意味を弱  

める，戦略の範囲を限定する，rに事前分布を仮定する，といった対策が考えられる．この事情  

ほ，統計的推定論において，「最適」な推定量を定義する際の話と類似している．本論文では  

1．一様な最適が存在するよう，反応曲線九，Jpに条件を追加する．   

2．rが1より十分大きい時の「漸近最適性」を考える．  

という2通りのアプローチを考察する．4．1節では，最適戟略が打ちきり時刻に依存しなくなる  

ような，「マッチング条件」と呼ぶ条件について述べる．4．2節では漸近最適性を定義し，忘却  

ありの時は定常戦略が漸近最適なこと，忘却なしの時は漸近最適戦略が存在しない事を示す．  

4．1．マッチング条件  

マッチング条件を述べる前に，これまで定義した3点β○，β×，β＊についてまとめておく．最適定  

常ロブ率β＊は，γ（β）＝ひ（β，β）が最大となる点であった・マッチング点β○はん（β）＝み（β）と  

なる点であり7瞬間利益最大化戦略と関係していた．3点はそれぞれ，  

β。  芸び（γフβ）  

5×   恒）  

β＊  孟w（β，β）  

の零点として定義された．次の事実は容易に示される．   
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図5：忘却ありの場合の最適戦略（左）と数倍計算例（右）（点線‥5＝β＊，実線：恥＝0）   

補題1条件作・勿作・卯作．イノ「2．りを仮定するとブβ＊は必ずβ0とβ×の間にある．特に，反応曲  

線ん′ゎが線形の場合，β＊はβ○とβ×の中点である．   

さて，マッチング条件とは，これらが一致するという主張である．  

条件1（マッチング条件）  

び（γ，β）  （4．4）  ＝0  
γ＝£＝β＊  γ＝β＝占＊  

ここで実は，  

び（β，β）＝Ⅷ（γ，β）  

だから，  

び（γ，β）  ＝0かw（γ，β）  ＝0   
γ＝β＝β＊   γ＝β＝β＊  

の片方が成り立てば，他方も成り立つ，すなわちマッチング条件がなりたつことがすぐにわか  

る． 

文献［1】では，反応曲線が線形の場合に対して，ある推定がうまくいくための条件として  

マッチングショルダーと呼ばれる条件が導入された・上で述べたマッチング条件は，【4］にお  

いて，最適戦略が定常となる必要条件として導入されたものである．マッチング条件はマッチ  

ングショルダー条件を非線形な反応曲線の場合に拡張したもので，反応曲線が線形なら両者は  

一致する．   

3・1，3．2節で示した最適戦略の形から，ただちに次のことがわかる．   
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定理3最適戦略がゲームの打ち切り時刻rに依存しないための必要十分条件はクマッナング  

条件〃・イノである・その時の最適戟略ほ，忘却ありの場合も′なしの場合もク「ざ（f）＜β＊ならロ  

ブを出しケ（f）＝リブβ（f）＞β＊ならパスを出すけ一（り＝0ノ・β（f）＝β＊ならγ（り＝β＊．」となる．  

［コ   

学習問題としてのロブーパス問題（反応曲線ん，みが未知）に関するこれまでの論文［1］［4］【6］  

ではすべて，マッチング条件が仮定されている．そして，提案されている戟略はすべて基本的  

に，最適“定常”ロブ率β＊を推定してロブ率をβ＊に近づけていく，という形をしている．さら  

に，戟略の評価には，最適“定常”戟略γ（ま）＝β＊と比較しての性能のロスが基準として用いら  

れている・このような方針を取ることの根拠は，定理3によって与えられる．なぜなら，β（舌）の  

ダイナミクス（2■1）から，定理3のような戦略を続ければ有限時間でβ（り＝5＊となり，以降は  

γ（り＝5（f）＝β＊となる・すなわち，ある時刻以降は最適定常戦略と同じになるのである．（論文  

［1］［4］［6］は，打ち切り時刻r→∞での漸近的な性質を議論している．）  

4．2．漸近最適性  

前節では）最適戦略が時間に依存しないよう条件を付加することを考えた．この節では，それと  

は別のアプローーチとして，打ち切り時刻rが1より十分大きい場合の漸近的な振舞いによる評  

価を検討する．   

打ち切り時刻rが特に定められていない場合，得られた利益を，ゲームを行った時間でノー  

マライズして，  

f可γ（掴））d壬  銭刊≡瑚γ］＝               ′‾T「    J  

r－fo‾⊥L」  了「一子o   

という量を導入するのは自然である．上に述べたように，どんなアに対してもCT巨1が最大と  

なるような，rに依存しない同一の戟略叶）は，一般には存在しない．しかし，rが十分大きい  

場合を考えると，e7車］が（各rごとの）最大値に漸近するような戦略r（・）なら存在する場合が  

ある．そこでまず，e宕Pt≡maX，（．）eT［r］t置く．輩ptは，本論文で求めた最適戦略による，単  
位時間あたりの平均利益である．そして，e冒pt－¢Th］→Oasr→∞を満たす戦略γ1（・）を  
「漸近最適である」ということにする．  

定理4  

J．忘却ありの場合は，最適定常戟略γ（り＝β＊は漸近最適である．   

2・忘却なしの場合は，漸近最適戟略が存在するためにはクマッテング条件〃．イノが必要十分  

である・その時最適定常戟略γ（ま）＝5＊は漸近最適である・  

口  

証明の前にフ忘却ありとなしでこのような定性的な差が生じる理由を説明しておく．打ちきり  

時刻rが十分大きい場合7忘却なしの最適戦略はr（ま）＝β（f）＝5×という定常な部分を含む・  

この部分での瞬間利益はγ（5×）であり，最適定常戦略叫）＝5＊による瞬間利益γ（β＊）より劣っ  

ている・厳密な最適戟略が最適定常戦略よりまさっているのは，その後のγ（り＝0（β×＞β○の  

場合）の部分である．打ちきり時刻rを大きくしていくと，このγ（り＝0の部分の長さ（時間）  

はrに比例して大きくなる1．したがって，この部分のerへの影響はr→∞でも残る．一方，  

17「＝r（1）のときの（3．6）の解β。（吉）＝β皇1）（りと，r＝r（2）のときの（3．6）の解β。（り＝β皇2）（りとの間に，  

捌）＝β皇1）（詰ま）  

の関係が成立することは容易に確かめられる．   
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忘却ありの場合には，厳密な最適戦略で定常な部分はγ（壬）＝5（ま）＝β＊である・つまり，この  

部分では最適定常戦略と一致する．しかも，その後のγ（り＝0（β＊＞£0の場合）の部分の長さ  

はrを大きくしても一定のままである．（允，Jpを固定した時，領域エ，Pがr－まにのみ依存す  

る形であることに注意．）したがって，この部分の∂rへの影響が，r→∞では0になるのであ  

る．  

定理4の証明：  

忘却ありの場合には，定理1および上の説明より輩pt→γ（5＊）as r→∞だから牒適定  
常戦略γ（り＝β＊が漸近最適なことは容易にわかる・   

忘却なしの場合も，マッチング条件（4．4）が成立していれば，定理3より輩pt→γ（5＊）（r→  
∞）であり，最適定常戟略γ（ま）＝β＊は漸近最適である・   

一方，マッチング条件不成立の場合には，B．2節と同様に祝＝logま，恥＝logま0，U＝log了「  

と変数変換し，月（祝）＝r（e祝），β（祝）＝β（e朋）とおく・すると，  

上U一視0ぴ（畔－が（U】牒））e－り函  上ご岬（帰（仰視＝  Gr＝。髄［γ］＝  
1－e－（打一視0）   eLr－e祝0  

となる．したがって，祝＝U付近でのβ（祝）が，最適なもの（B．2節参照）と異なっていた場合，そ  

れによるロス鍔豊－Gた。打はU→∞でも0にならず残ってしまう．そして，マッチング条  
件不成立としたので最適戦略はUに依存している．そのため，任意のU≫1で一様に祝＝U  

付近でのぶ（視）を最適なものに漸近させるということはできか－・  
■   

5．本論文の設定に関して  

5．1．反応曲線に関する仮定の妥当性について  

本論文では，反応曲線に関して単峰性などの条件を仮定した．また，マッチング条件というもの  

も導いた．これらの条件の妥当性に関して，一つの解釈を本節で述べる．   

ロブーパス問題を一旦忘れて，次のよう別犬況を考える．「プレイヤー」と「相手」が，あ  

る二人宥和ゲームを行なっているとしよう．相手が「プレイヤーの利益を最小化しよう」と  

いう意志を持って「手」を選ぶ点が，これまでの設定と異なっている．プレイヤーは「ロブ」  

「パス」の2通りから手を選び，相手は［0，1］の連続値から手qを選ぶとする．そのときのプ  

レイヤーの利益を，プレイヤーの手が「ロブ」のとき」軋（ヴ），プレイヤーの手が「パス」のとき  

鞄（ヴ）とする・プレイヤーが，確率γで「ロブ」，確率（1－γ）で「パス」，という混合戟略を  

とったときには，プレイヤーの利益はⅣ（γ，ヴ）…γj㌔（q）＋（1－γ）鞄（q）となる．ここで，関数  

」托，埠について，C2級であること，および   

・単調性：現（ヴ）＜0フ 埠（q）＞0   

・非自明性：軋（0）＞ダp（0），穐（1）＜彗）（1）   

・狭義下凸性：瑠（ヴ）＞0，埠（ヴ）＞0  

を仮定する．さて，相手は，何らかの方法で，プレイヤーの今回のロブ率γをβと推定してい  

るとしよう．相手はこの推定を信じているため，ミニマックス利益ではなく，γ＝ざのときの  

期待利益を基準に手ヴを決めるとする．その決め方をQ（・）という関数で表すことにし，相手は  

ヴ＝Q（β）という手を選ぶとする2・このとき，軋（Q（・）），埠（Q（・））をそれぞれ尤（・）滋（・）とお  

き直せば，推定値βからロブ，パスの利益ん（β），み（β）が決まるというロブーパス問題の設定と  

同じになる．   

2プレイヤーのロブ率γを固定した吼狭義下凸性の仮定から，（相手が）混合戦略をとるのは（相手にとって）損  

なので，純粋戟略のみを考える．   
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さてフ相手が意志を持ってゲームをしているのならフ相手の卿各としてはQ（β）＝argmiIlqW（s，q二  

がまず考えられるであろう3，このときフ次のことがなりたつ．  

補題2Q（β）は連続かつ単調非減少でクQ（0）＝0クQ（1）＝1である．特にク0＜Q（β）＜1の領  

域ではク以下が成立する．   

プ・Q′（β）＞0   

2・与えられた5に対しク∂彷′（5，ヴ）／軸＝0となるqが唯一存在する．このqがQ（β）である．  

口  

証明：  

Q（0）＝0，Q（1）＝1は単調性から明らかである．さらに，狭義下凸性から∂2Ⅳ（β，ヴ）／軸2＞0  

である。したがって，Q（β）＝0，1の場合以外は，各5に対し，∂Ⅳ（5，ヴ）／軸＝0なるqが唯一存  

在し，この留がQ（β）となる：  

Ⅳ（β，ヴ）  
（5・1）  

＝0   

q＝Q（β）  

0＜Q（β）＜1の時，Q′（β）＞0であることを示すために，  

卸（β，q）≡略q）＝β朋＋（1一明（ヴ）  

と定義する。すでに示された関係卸（β，Q（β））＝0の両辺を微分するとフ  

孟鵜Q（β））＝（現（Q（β）卜埠（帥）））＋（β程（帥））＋（ト購（Q（叫卯）＝0  

となる．よって，単調性と狭義下凸性から，  

埠（Q（β））∵巧（Q（β））  
Q′（β）＝   ＞0  

β瑠（Q（β））＋（1－β）埠（Q（β））   

が得られる・そのうえ，Ⅳ（β，ヴ）はβに関して一様連続だから，qに関する狭義下凸性とあわせ  

ると，最小点Q（β）が「飛び移る」ことはありえない．すなわち，Q（β）は5に関して連続となっ  

ている．  

以上から，ん（β）＝j㌔（Q（β）），み（β）＝鞄（Q（β））のグラフは，図6のようになる・ここに，  

Q（β）＝0をみたす最大のβをβ♭とし，Q（β）＝1をみたす最小のβをβ持とする．β≦β♭ぉよび  

5≧5日の領域では，尤（β）＝芳（β）＝0となる．β♭＜5＜β臼の領域では，′と（β）＜0，芳（β）＞0  

である・さらに，（5・1）から，W（γ，β）＝γ尤（β）＋（1－γ）み（β）に関して，  

（5．2）  

＝0 （払rallβ，0≦β≦1）  

が成り立っている．（β≦β♭ぉよびβ≧β出では，それぞれQ（β）＝0および・Q（β）＝1と定数だ  
から，Q′（β）＝0なことに注意．）つまり，符号の単調性条件（2・5）は自明に満たされている，す   

3相手はプレイヤーの戦略の「ダイナミクス」を知らないと想定している．そのため相手は，「プレイヤーを誘  

導して長期的な合計利益を最小化する」といったことは図りようがなくっ瞬間利益を基準として戦略を決めている  

とする。   
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了  

見仰  

β  s♭  ∫＊  s♯  J  

図6：j㌔，アpから構成された反応曲線ん，み   

ると，γ（β）＝ぴ（5，£）に関して即′（β）＝ん（β）－み（5），γ′′（5）＝先（β）∵晶（β）＞0となり，単峰  

性条件（2．4）も自動的に満たされる．特に，γ（β）の極大点β＊は，β♭＜β＊＜β目を満たす．さらに，  

ん（β＊）＝み（β＊）だから，マッチング条件（4．4）も自動的に満たされている・   

ちなみに，（5・2）は強い制約であり，これが成り立っていると，忘却ありの時の，B・1節の変分  

の一次の項が常に0となってしまう．このことは，ある戟略をとった時の利益が，β（壬0）とβ（r）  

（rは打ち切り時刻）という両端点の値のみで定まり，その間の軌道によらないことを意味する．  

この場合の最適戦略は，「打ち切り時刻の相手の状態β（r）がβ＊（＝β○＝β×）にできるだけ近  

くなるように，できれば一敦するようにする」という簡単なものになる．たとえば，反応曲線  

ん，みは未知，打ち切り時刻rは既凱という設定では，（［1］［4］［6】のようなオーダー評価ではな  

く）精密な解析が要求されるやミ，（5・2）の条件はそれを容易にすると期待される・このような場  

合については今後の研究課題である．   

なお，り上で構成した反応曲線ん（β），み（β）は，β＝β♭，β目において微分が不連続となってい  

る．また，β≦β♭ぉよびβ≧β珪では，芳（β）＝芳（β）＝0となっている．このため，厳密には，本  
論文の最初の仮定（反応曲線がC2級，および単調性（2．2））が満たされでいない．しかし，この  

ん，ゎについても次の定理が言える．  

定理5本節で構成したん（β）＝軋（Q（β）），み（β）＝鞄（Q（β））でも，定理βと同様の結果が成  

り立つ－すなわちブ忘却ありの場合も，なしの場合もク「β（ま）＜β＊ならロブを出し什（り＝リブ  

β（り＞β＊ならパスを出すけ（f）＝0ノ■β（壬）＝β＊ならγ（ま）＝β＊・」が最適戟略となる・   口  

証明：  

任意に小さい∂，∂′＞0に対して，条件（2．2）（2．3）（2．4）（2．5）を満たすC2級関数ん烏をとるこ  
とができて，  

協（β卜紬－〈≡冒温「∂′＜β＜…） っ・醐一紬t〈≡冒浣「∂′＜β＜β目‾∂′）  

とできる・するとフ任意の戟略叶）をとったとき7反応曲線ん茄による合計利益G了「【γ］と反  

応曲線克施による合計利益島刊との差は，たかだか  

G沖卜鮎川＜r∂  （5．3）  

とおさえられる．以上を用いて，背理法で定理を証明する．定理で主張されている最適戦略を  

γ＊（りとおく・今仮に，別の戟略γ（りが，Gr卜］＞Cr［γ＊］となっていたとしよう．このとき，  

△G＝範［γトq［γ＊j＞0とおいて，∂＝△G／（3r），∂′＝0・5m叫β♭十畑瀬」β＊l）と定義   
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する・ここに，5＊は，反応曲線（ん，ん）のもとでの最適定常ロブ率である．この∂，∂′に対して，  

上述のような克施をとると，反応曲線伍，ん）もやはりマッチング条件（4．4）を満たし，最適  
定常ロブ率は同じβ＊となる・さて，（5・3）から讃刑＞Cγ［γ卜（1／3）△G，∂7車＊］＜Cr［γ＊］＋  
（1／3）△Cという不等式が成り立っている．この2つの不等式をあわせると∂r［r卜占沖＊］＞  
（1／3）△C＞0という結果が得られる．しかしこれは定理3と矛盾している．したがって，背理  

法により，C州＞C7車＊］となる戦略γ（f）は存在しないことが証明された・  
1  

5．2． オリジナルのロブーパス問題との比較  

本論文の設定には，オリジナルのロブーパス問題と異なっている点がいくつかある．それらに  

関して，なぜそのようにしたかの根拠を述べておく．   

まずフォリジナルのロブーパス問題では，相手の状態がsのときプレイヤーがrを選択すれ  

ば，確率び（γ，β）で利益1を，確率（1一項γ，β））で利益0を得る．そして，合計利益の期待値を戦  

略の評価基準とする．しかし，本論文では反応曲線んフみが既知なので，ゲームの結果からこれ  

を推測する必要はない，そのため，直接可γ，β）という利益を得る，としても同じことになる．   

次に，オリジナルのロブーパス問題では，時間は離散的（f＝1，2，3，・‥）である・それに対し  

本論文では，離散性ゆえに生じる繁雑さをさけ，本質的な現象に注目するために，時間が連続な  

場合を扱っている．この設定はっもともと連続時間の現象をモデル化したのだと解釈しても良  

いが，離散時間の問題の近似として見ることもできる．離散時間の問題で，プレイヤーのロブ率  

に相手の推定ロブ率が追従する速度が十分遅く，対応してゲームの打ち切り時刻が十分大きい  

という場合の極限をとると，連続時間問題になる．したがって，相手の戟略が忘却ありだが忘却  

因子が十分小さい場合や，忘却なしで十分時間が経った彼の部分を近似しているのだと解釈す  

る事も出来る．   

また，オリジナルのロブーパス問題では，プレイヤーの選択肢はr＝1（ロブ），r＝0（パス）  

の2通りだけとされている．それに対し，本論文では混合戦略を許し，プレイヤーは0≦γ≦1  

の任意の実数値を「選択肢」として選んでよいとしている．つまり，ある瞬間の手として，ロブ  

70乳パス30％といった選択が可能となっている．その根拠は次の通りである．連続時間にし  

た場合には，γ∈の時間ロブを出し（1－γ）∈の時間パスを出すという手続きを繰り返せば，亡を十  

分小さく設定することにより，ロブの比率がrという混合戟略をいくらでも良く近似すること  

ができるので，はじめから混合戟略を許すのが自然であると考える．定理1，定理2に示したよ  

うに，混合戦略を許しても最適戦略はbangqbang制御（r＝0，1のいずれかしかとらない）の形  

になる。しかし，γ＝1とγ＝0の切替え点においては，0＜γ＜1の値をとる必要が生じる．   

なお，反応曲線ん，んと打ち切り時刻rは本論女同様に既知だが，時間が離散で混合戦略を  

許さないという場合でも，動的計画法のように打ち切り時刻から逆に遡って考えてゆけば，3．1，3．2章  

に対応した，「ロブを出すべき領域山 と「パスを出すべき領域P」を求めることはできる．し  

かし離散時間の場合には3．1，3．2章と違ってエ，Pが入り組んだ形（まを固定した時の切片が非連  

結）になりフその境界を明示的に書き下すことは困難であると考えられる・   

6． おわりに  

本論文ではフ反応曲線および打ち切り時刻が既知な場合のロブーパス問題を扱い，相手が忘却あ  

り，なしの2通りの設定に対してそれぞれ厳密な最適解を求めた．その系として，マッチング  

条件を仮定すれば最適戦略が打ち切り時刻によらない事を指摘し，これまでの論文［1］［4］［6］が  

採用していた方針の根拠を与えた．マッチング条件自体の意味や妥当性に関する議論も行った．  

さらに，漸近最適性を定義し，忘却ありなら最適定常戦略が漸近最適となるが，忘却なしの時は  

漸近最適戟略は存在しない事を示した．   

Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



既知反応曲線ロブーパス問題の最適解  523   

今回仮定した前提条件（時間が連続，反応曲線が滑らかで単調，など）が成立していない時の  

最適戦略は，これからの研究課題である．また，オンライン学習問題としてのロブりパス問題の  

戦略を評価するためにも，忘却なし・打ち切り時刻未知・寺ソテング条件不成立の時，「最適」  

戦略をどのように定義すればよいのか，今後検討する必要がある．   
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A．忘却ありの場合の最適戦略の導出  

この付録では，定理1の証明を与える．r（・）を決定するかわりに，同じことなので5（・）を決定す  

ることを考える．すなわち，  

ざ（壬0）＝軸（0≦β0≦1）  

0≦γ（壬）＝朴（枢1  
（A・1）  

の条件のもと，連続かつ区分Cl級関数β（りに対する錮＝苫可叫），β（榊fの最大化問題を  
考える・まず，終端点β（r）を固定しての最大化を行い，その後，最適な終端点を決定する．  

A．1．終端点を固定しての最大化  

次の補題は明らかである．  

補題3二つの関数β（0）（りタ5（1）（壬）が，制約〃．Jノを満たしているとする．この時タ0≦α≦1に  

対して′関数β（α）（り≡（1－α）β（0）（り＋αβ（1）（りも制約但．Jノを満たす．  □  

また，次の計算も容易である．  

補題4補題ぎと同じ設定でタβ（0）（才0）＝β（1）（壬。）＝恥5（0）（T）＝β（1）（r）＝勒であるとする．  

このとき，  

孟酬＝∫岬（畔）（り－β（0）（ま））d壬  
［］   
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GJ恵仲）ブ＞ニG扉彗＞芸G匝β）ブ  

図7‥（左）両端点を固定した時のぢの比較，（右）両端点を固定した時の最適戟略   

すると，単峰性（2．4）から，次の系が導かれる・  

系1補題イと同じ設定でク5（0）とβ（1）が5＊に関して同じ側にあり，かつβ（0）の方がβ（1）よりも  

β＊に近いとする．つまりタすべてのfで（ぎ（0）（f卜β＊）（β（1）（り－β＊）≧0，lβ（0）（fトβ＊l≦lβ（1）（り－  

叫を仮定する「図7左ノ．このときク鐘（0）］≧錘（1）］である。  口  

つまり，この系は次のことを主張している：ざ（fo）＝恥β（r）＝βrと両端点を固定した時には，  

制約（A－1）を満たす範囲で，曲線β（りをβ＝5＊にできるだけ近づけたものが，最適戟略（鈍］  

を最大化する解）である．図7右には，例として3通りの端点（a）（b）（c）について，この最適戟略  

が示されている．図7右に示されているように，最適戦略は次の3つの段階からなる：   

。（ア）γ＝1（軸≦β＊）またはγ＝0（軸＞β＊）で，β＝5＊へ向かう・   

・（イ）β＝β＊に到達したら，γ＝β＊で5（ま）＝β＊を保つ．  

・（ウ）最後にγ＝1（5＊≦叶）又はr＝0（β＊＞叶）でフ指定された終端点5＝叶へ向か  

う，  

なお，図7右の（c）のような場合（β＝軸から5＝5＊を経由して5＝叶へ到達することが，制  

約（A．1）から不可能な場合）には，段階（イ）が飛ばされることになる・  

A．2．最適な終端点の決定  

前節で，開始点および終端点を固定した時の最適解が求められたので，次に終端点βrを動かし  

て最適な終端点を決定する．まず7γ（ま）＝0（γ（ま）＝1）を続けた時の，微分方程式（2・1）（忘却あ  

りの方）の解を確認しておく・  

補遺5ま1‘≦舌≦f2においてr（f）≡0のとき，微分方程式作・Jノ「忘却ありノの解は5（f）＝  

5（り←（軌）である ・一方パ車）…1のときはク5（ま）＝1－（1－5（りト（トtl）である・  

特に，段階（ウ）の開始時刻（以下，切り替え時刻と呼ぶ）をTとおくと，丁と終端点占rの間に  

は，   

占r＝〈≡（詰譜））e‾（T‾T）…：崇慧三言：……】≡去∑≡冨呂霊芝三笠富】 （A・2）  

という関係がある．そこで，終端点β（r）＝5Tを動かすかわりに，同値なことなので，切替え時  

刻Tの方を調節することにする．切替え時刻Tに対応する最適戦略のβ（りを，βT（ま）で表す・T  

以降ロブに切り替えるかパスに切り替えるかは，別途指定する．ここでフ次の補題が成り立つ．  

（βェ，βpはヲ定理1で定義されている・）   
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r  △r  

f〃  

f  
r  

図8：切り替え時刻を微小に変化させた時（段階（イ）→段階（ウ））   

補題6段階「イノから段階「ウノへ切り替えるときにはタ  

孟恥】＝〈  
βム（T，β丁（T））什以降ロブに切り替える場合ノ  

βp（T，β丁（丁））什以降パスに切り替える場合ノ  

であり，段階「イノを飛ばして段階「アノから直接段階「ウノへ切り替えるときにはク  

孟恥］＝〈  
βム（T，β丁（丁））／5丁（T）   什以降ロブに切り替える場合ノ  

かp（T，β丁（丁））／（1－β丁（T））什以降パスに切り替える場合ノ   

である．  ［］  

証明：  

T以降パスに切り替える場合についての証明を示す・段階（イ）から段階（ウ）へ切り替える場  
合には，β丁（丁）＝β＊であり，  

上付△㌦（β＊）dト £△T紬（榊  

γ（β＊）△丁－ £。丁紬＋0（△榊  
（γ（β＊ト∫詭T））△T＋0（△丁2）  

鐘叶△丁］－帥T］  

となる（図8）・国中で○印をつけた2つの曲線は合同なため，この部分の利益はβ丁でもβ叶△丁  

でも等しいことに注意されたい．これに（A．2）を代入すれば定理が示される．   

∵方，段階（イ）を飛ばして，段階（ア）から直接段階（ウ）へ切り替える場合には，  

′ 

恥＋△丁］瑚丁］＝上畑地十△丁（榊＋ノニ擁丁十△丁（り）か£△丁′仙（榊（A・3）   
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図9：切り替え時刻を微小に変化させた時（段階（ア）→段階（ウ））   

となる（図9）・ここに△丁′は，5丁＋△T（T＋△T′）＝βT（T）で定義される．今，β1＝βT（T）フβ2＝  

β叶△丁（T＋△T）とおくと，β2＝1－（1－51）e‾△T，51＝52e¶（△Tし△丁）だから，これを解くと  

△T′＝log（…（e△T－1）卜1聯1＝土△T＋0（△T2） β1  

という関係が得られる．よって，  

（A・3）＝ ん（β1）△T＋み（51）（△T′一△T）－み（叶）△T′＋0（△T2）  

＝トん（51）＋（1－t91）擁1ト擁r）］△T′＋0（△丁2）  

＝卜（小袖）］三△T＋0（△T2）  

となり，定理を得る・丁以降ロブに切り替える場合についても証明は同様である・   
l   

今パ＊≧β0であった場合を考えよう（図1）．この時，ガム，βpの符号は，図10，図11のよう  

になっている・βェ（丁，βT（T））またはβp（T，5T（T））が正（負）ならフ切り替え時刻丁をもっと遅  

く（早く）した方が合計利益が大きくなるのであった．図10フ図11中の太い矢印は，この方向を  

示している・したがって，初期条件β（≠0）に応じて，最適解は図3（左）のような5通りの型にな  

る・β＊＜β○であった場合も，同様にして，図3（右）のようになることがわかる．これらはすべ  

て，「図3の，領域上でロブ7領域Pでパスを出す」という形をしている．これが定理1の主張  

であった．   

B．忘却なしの場合の最適戦略の導出  

この付録では，定理2の証明を与える．忘却ありの時（付録A）と全く同じように考えていく．  

B．1．終端点を固定しての最大化  

A・1節の補題4と同様の計算を行うと，  

孟帥（α）］＝∫［瑚（β（α））＋（1－－5（α））榊α））］（5（1）－－5（0））dま   
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f〃  

T  r  

図10：ロブに切り替える場合   

となる．このβ尤（β）＋（1－β）晶（β）の零点がβ＝β×である・したがって，A・1節で述べた「忘  

却ありの最適戟略」のβ＊をβ×でおきかえたものが，忘却なしの最適戦略になる。  

B．2．最適な終端点の決定  

今，祝＝廟，叫＝logfo，U＝logrと変数変換し，月何＝叫た。伽，坤）＝瑚た。≠ とおく  
と，  

坤）＝瑚一坤）  （B・1）  

であり，最大化すべきものは，錮のかわりに叫g】＝漂可月（祝），坤））e祝血となる・す  
なわち，相手が忘却ありで，未来を重視するような重みのかかった合計利益を最大化する問題  

に書きかえられる．特に，β（祝）のダイナミクス（B・1）は忘却ありのβ（りと同じだから，補題  

5の（ちγ，β）を（叫月，g）でおきかえた命題が成り立つ・A・2節と同様に，段階（ウ）の開始時刻を  

祝＝打とし，この打に対応する（終端点固定の時の）最適戦略をg（祝）＝‰（祝）であらわすこと  

にする．このとき，補題6に対応する命題は，次のようになる．  

補遺7段階「イノから段階「ウノへ切り替えるときには，  

町・－ご 
〈  

βム（α，‰（け））何以降ロブに切り替える場合ノ  

かp（α，βα（α））¢以降パスに切り替える場合ノ  

であり，段階「イノを飛ばして段階「アノから直接段階「ウノへ切り替えるときには，   

咄］＝ 

である．ここに，  

〈   

ガム（げ，ぶ打（α））／‰（げ）   わ以降ロブに切り替える場合ノ  

恥（げ，βα（げ））／（1－‰（J））何以降パスに切り替える場合ノ  

坤（ぶ卜以1一（トー5）e－（叫）e打一視  ＋上打‾祝耕一（ト畔）叫  

e車）一紳－（叫）e打一視  十㌃偏呵廟］  

⊂］   

βム（叫5）   

βp（叫5）   

と定義する．  
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T  r  

図11：パスに切り替える場合   

証明：  

J以降パスに切り替える場合についての証明を示す．段階（イ）から段階（ウ）へ切り替える場  

合には，ぶ打（げ）＝β×である・（叫5）の図は，図8の（f，γ，β，T，β＊）を（叫月，β，α，β×）でおきかえ  

たものになる■β＊のかわりにβ×となることを注意しておく．2つの曲線の○印をつけた部分が  

合同なことも補題6のときと同様である・しかしフ最大化すべき汎関数gと附こは，違いがあ  

る・すなわち，叙には未来を重視するような重みe祝が入っている．このため，補選6のときと  

は異なり，○印をつけた部分での利益は相殺されない。この理由で，かェ，βpの形に差がでてく  

る．具体的には，   

叫‰＋△αト叙［‰］  

＝［上抽榊机上：。α鵬＋△α岬d祝 卜［上U鵬（榊］  
＝［上仙榊机e△で△げ鵬（榊祝］   

－［上仙棉（榊＋£△J棉（榊祝］  

雄仙伸一領（e△α－ げ‾△α棉（晰げ血－ 
£△J鵬伸一げ血］  

＝中×）＋上U棉（祝））e…血一柚）弓△…（△J2）   

一方7段階（イ）を飛ばして，段階（ア）から直接段階（ウ）へ切り替える場合には，補題6の証  

明と同じ事情4で，1／‰（α）という因子がかかることになる．J以降ロブに切り替える場合につ  

いてもフ証明は同様である．  

A．2節と同様の考察を行えば，  

P＝（（叫β）lβ≦5×かつβp（視，g）≧0）， ム＝PC（Pの補集合）  

4補題6の証明と同様に，5叶△J（J＋△α′）＝‰（J）で△J′を定義すると，△J′＝△げ／gJ（α）＋0（△α2）とな  

る．   
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とおいて，領域上ではロブを，領域Pではパスを出すのが最適であることがわかる．以下，領  

域上，Pの境界曲線β。（祝）について考える．この曲線は，ある時刻視×を境にして，  

5。（祝）＝β× （視≦視×）  

βp（叫ぶ。（祝））＝0 （祝＞視×）   

という形をしている・部分積分により，（B・3）は  

上U‾視榊c（祝）e一∈）壁＝榊c（祝）卜研c（祝））  

と変形される．（B．3）の両辺を視で微分して（B．4）を代入すると，  

（B・4）  

dg。  芳（β。（祝）e‾（U【祝））  

血 ∂ぴ（γ，β）  
一帯（g。（祝）e‾（打‾祝））   

γ＝β＝g。（視）  

という微分方程式に直される・境界条件は，（B．3）に視＝ぴを代入したみ（g。（りトγ（g。（り）＝  

0，すなわち，β。（U）＝β0である・祝×は，祝＝祝×，β。（視×）＝β×を（B・4）に代入して，  

上打‾伽×榊×e一号）壁＝－（擁×）一擁×））  

という条件から定められる．変数をもとのまに戻すと，  

d5。  ′ら（β。（りf／r）  β。（ま）  
／－  

β。（r）＝β0  
d壬   ∂w（γ，β）  

γ＝β＝β。（り 一蹴βc（桝／r）  

Jニ′r 
榊×（）＝擁×）一山β×）  

となり，定理2を得る．  
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ABSTRACT  

THE OPTIMAL SOI，UTION OF THE LOB－PASS PROBLEM  

WITH KNOWN REACTION CURVES  

Kazuyuki Hiraoka ShlわiYoshizawa  

川・ノーJ高・くいJ／〃イ／ン止チノり  

The“lob－paSSPrOblem”isamodelwhichisusedinthepsychology．Itdescribesthephenomenathat  

thesamechoicesdecreasethee鮎ct，1iketheexperienceortheweariness．AbeandTakeuchiformulatedit  

asanon－1inelearnlngPrOblem，andpointedoutthatitisanextensionofthemulti－armedbanditproblem・  

Inthelob－PaSSprOblem，theplayer’schoiceswillchangetheenvironmentitself．Thisisthedi仔erencefrom  

themulti－armedbanditproblems．   

Theal1proposedstra七egies払rthelob－PaSSPrOblemrepeat thefbllowingprocedures‥（i）observethe  
reactionfromtheunknowneTironment（ii）estimatetheenvironment（iii）findtheoptimal“stationary”  
Stra七egyfbrtheestimatedenvlrOnment（iv）determinethechoiceaccordingtothestrategy・Moreover，the  

CriteriaforthestTategiesinthesestudiesarethelossduetouncertainnessoftheenvironment，COmpared  
withtheoptimal“stationary”strategyfortheknown－environmentcase．   

Tojudgewhethersuchpoliciesareappropriateornot，Wehavetoknowtheoptimalstrategy，Whichmay  

notbe“stationary”，fortheknown－enVironmentcase．Itiscalculatedinthepresentpaper．Itisalsoshown  

thatthe“matchingcondi七ion”assumedinthepaststudiesisthenecessaryandsu伍cientconditionthatthe  
Optlmalstrategydoesnフtdependonthestopplngもimeofthegame．Themeanlngandtheappropriateness  

Ofthematchingconditionarediscussed．Final1y，theasymptoticallyoptimalityisde且ned・Weprovethat  

thestationarystrategycanbeasymptotica11yoptimalfortheopponentwiththeforgettingfactor，butno  
StrategylSaSymPtOtical1yoptimalfortheopponentwithoutthefbrgettingfactor・   
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