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エネルギー近似を用いた下界値計算法と超音速航空機最短経路問題への応用  

花岡照明  

東京大学  

（受理1996年11月11日；再受理1997年7月24日）   

和文概要 動的計画法と分枝限定法を併用した複合アルゴリズム（HybridAlgorithm）を用いて，超音速航  

空機の最適制御問題を効率よく解く方法を提案する．このアルゴリズムは，超音速飛行を含む航空機の最短時  

間上昇問題や最小燃料消費問題を最短経路問題に帰着させることにより数値解を統一的な手続きによって求め  

ている．本法の実行で必要となる下界値は，エネルギー近似法（Energy－StateApproximationMethod）を一  

部修正した方法により求めている．本論文で提案するアルゴリズムの有効性を示すため，数値実験として種々  

のタイプの最短時間上昇問題に適用した結果を示した．これらの数億結果から，エネルギー近似解を一部修正  

した下界値を用いた複合アルゴリズムは，超音速航空機の最適制御問題の解を技巧を必要としないで計算する  

ことができ，かつ，計算時間と記憶容量を従来型動的計画法に比べ大幅に削減できることが判明した．また，  

本論文では，問題をいっそう効率よく解くためにいくつかの下界値強化法を提案している．さらに，間苺の境  

界条件や航空機の主要パラメータが変化した場合に対する本アルゴリズムの頑健性を詳細に調べている．  

1． はじめに  

現在，航空機や宇宙往還機などの飛行体の初期設計や性能検討のために，所与の評価基準  

のもとで，最適経路を統一的に求めることのできる手法が強く望まれている．従来，この種  

の手法の開発が困難であった主な要因として，航空機の運動方程式モデルが複雑で，次元数  

が大きいこと，高度の非線形性をモデルに含むことなどが上げられる．特に，航空機の空  

カデータが表関数で与えられたとき，微分可能性を仮定する手法の適用が難しいとされる．  

また，航空機の運動が状態制約を受ける場合には，問題を一層複雑にする．この種の問題を  

扱った研究として，Ardema［1］，Brysonetal．［4】，BrysonandDenham［5】，Calise［6］，Gonzales  

andRodrigues［7】，Kelley［8】およびRaderandHull［10］，等がある．システムの最適制御に対  

する必要条件を最大（最小）原理から導いたアプローチでは，問題は二点境界値問題に帰着  

され，問題を解く際に境界値合わせの難しさがある．その解法の多くは，最急降下法（最急  

上昇法）【5】による解法を用いるが，この方法は，厳密解を求めることができるが計算負荷  

が著しく大きいとされる．システム変数の変化を速いものと遅いものとに分け，常微分方程  

式のSingularPerturbation理論に基づいて近似解を求めるSingularPerturbation法【6］は，  

最急降下法に比べ計算負荷が小さいが，最大の欠点は，解法上，ある種の安定条件を必要と  

するため，システムの振る舞いの一般的性質を前もって知る必要がある．一方，動的計画法  

［3］は，基本的には，どのような複雑なシステムに対しても，数値的に取り扱うことのでき  

る手段としてよく知られている．さらに，動的計画法を用いると，大域的最適解や，フィー  

ドバック構造をもつ解が得られること，制約条件や非線形の取り扱いが容易であること，状  
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態の遷移やコスト関数の表現が表関数であってもよいことなど，数多くの望ましい性質を  

利用できる・しかしながら，動的計画法は，「Bellmanの次元の呪い」の問題［3］，すなわち，  

状態変数の次元数の増加に伴って計算数が指数関数的に増加し，特別な問題を除き，計算  

実行上，求解が困難，という致命的な欠陥を持つため，次元数の大きい問題への適用は，き  

わめて難しいとされる．他方，航空機などの飛行体に対して厳密な最適解を求めることを  

放棄し，代わりに，より簡単な近似式から航空機の性能を推定する方法として，Brysonet  
al・［4］，Rutowski［11］，等のエネルギー近似（Energy－StateApproximation）を利用する方法が  

ある。この近似法では，運動エネルギーと位置エネルギーの和の保存則を利用してシステ  

ムを低次元化しているが，航空機が急降下（dive）と急上昇（zoomclimb）を起こすところで，  

高度と速度に不連続点を生じ，現実離れした解となる．このような欠点にも関わらず，エネ  

ルギー近似法が今日でも使われる最大の理由は，この近似方程式の次元数が低いため，計算  

負荷が著しくカ、さくなることにある．   

動的計画法の実行で必要となる計算数とメモリーサイズを低減させる研究として，動的  

計画法と分枝限定法を併用する方法がある．MorinandMars七en【9］は，離散系の問題に対  

し，最適解の候補になり得ない状態を削除するために動的計画法と分枝限定法を併用した．   

本研究で用いるアイデアは撃 動的計画法の多くの利点を保存しつつ，かつ，より簡単な  

手法を併用することによって∴動的計画法の計算数を大幅に削減することにある．そのため  

に，今回の複合アルゴリズムでは，その簡単な手法として，エネルギー近似法（Energy－S七ate  

Approxima七ionMethod）を剛－るが，本法におけるエネルギー近似法の使い方は，従来のそ  

れとまったく異なる．従来のエネルギー近似法は，主として航空機の性能推定に使用した．  

そこでは，解の精度を犠牲にする代わりに，解軌道の形状を簡単な計算で求めることに主眼  

を置いた。一方，本法は，エネルギー近似法の解軌道の形状を直接利用するのではなく，最  

適値の下界億を求めるために，例えば，評価基準を飛行時間とした最短時間上昇問題では，  

その解軌道上を航空機が移動する所要時間のみを利用する．この下界倍を使用することに  

より，従来型動的計画法の計算数を減らした複合アルゴリズムを構築することができる．こ  

の使い方では，エネルギー近似解の精度の低さは，本法の解の精度にまったく影響を及ぼさ  

ない。   

本論文の寄与するところは，第一に，最適制御問題を最短経路問題と見なすことにより，  

分枝限定法を用いて最適解の候補に成り得ない状態を削除し，動的計画法め計算数を減ら  

したことである．第二に，従来のエネルギー近似法を下界の条件を満たすように部分修正す  

れば，簡単な計算で強力な下界億を得ることができることを示したことである．第三の寄与  

は，状態点の取り方を工夫することにより，従来，動的計画法の応用で最も煩わしかったコ  

スト関数や制御変数の内挿計算を不要にしたことである．   

本研究では，エネルギー近似法を，解軌道の精度の観点ではなく，良好な下界値となり  

得るかの観点から評価する方法も併せて提案している。そこでは，従来のエネルギー近似法  

による下界値の強度の低い箇所を補正することにより強化している．本研究の目的は，超音  

速飛行を含む航空機の最適制御問題の解を統⊥的に求める手法として，複合アルゴリズムを  

提案し，その特性を明らかにすることにある．   

2。航空機の最適制御問題  

いま，航空機を質点と仮定する．図1のように，制御変数に  

α（ま）：時亥りtにおける迎角   
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を，航空機の状態を規定する状態変数に  
即（け速度  

7（け飛行経路角  

坤）：高度  

z（け基準点からの水平距離  

m（t）‥燃料を含む航空機の質量  

を用いて航空機の垂直面内での運動を考  

える．以下，表記の繁雄さを避けるため，  

α（り，γ（t），7（り，坤），Z（り，m（f）をそれ  
ぞれ単にα，U，7，九，Z，mと略記する・   

性能を比較するための一つの指標として  

飛行時間Jを用いると，航空機の最短時間  

上昇開港（原間邁）は，  

展開邁P：  

水平距離E  

図1航空機の状態量の定義  

Minimize J  

Subjectto mi，＝T（h，V）cosα－D（h，V，α）－mgSin7  

m巧＝r（九，γ）sinα＋エ（九，隼α）一叩COS7   （2・3）  

た ＝ γSin7  

乏 ＝ 即COS′†  

血＝－ダ（ん，γ）  

（2・7）  

（2．8）  

（2－9）  

（2■10）  

（2．11）   

（2．12）  

γ（fJ）＝り  

7（モノ）＝7J   

坤J）＝んJ   

Z（モノ）＝ZJ   

m（fJ）＝mJ  

z∈Z，m∈Ⅳ，α∈U  

即（fo）＝勒，  

7（fo）＝Ⅶ，  

九拝0）＝九0，  

z（to）＝Zo，  

m（fo）＝mo，   

即∈隼 7∈r，ん∈∬，  

と表すことができる（たとえば，BrysonandDenham［5］に示されている）・ただし，添字  

0，Jによって，それぞれ初期時刻および終端時刻における変数の値を表すことにし，（2・7）  

…（2．11）式はそれぞれ航空機の初期状態と終端状態を与える境界条件である・その他の記号は・   

r（ん，可：航空機エンジンの推力（表関数で所与） ダ（九，可：燃料流量率   

刀（ん，隼α）：抗力  g‥重力加速度（一定）   

ム（九，即，α）‥揚力  壬：時間   

を表す．一方，これらの中で，抗力と揚力は，それぞれ関係式  

β（ん，巧α）＝Cか（α，〟）押2∫／2，  上伸，U，α）＝Cェ（α，〟）βU2ぶ／2   
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を用いて計算する．ここで，各記号は，   

Cβ（α，〟）＝C即（〟）＋り（〟）Cェ。（〟）α2：抗力係数，  

C伽（〟）＝零揚力抗力係数（表関数），  

り（〟）：誘導効力パラメータ（表関数），  

財＝〃／αニマッハ数，  

α＝α（ん）：音速（表関数）  

Cェ（α，〟）＝Cェα（〟）α：揚力係数  

Cェα（〟）：揚力傾斜（表関数）  

β＝β（可：空気密度（表関数）  

g：空力基準面積  

を表す・ただし，多くの場合，燃料流量率ダ（九，γ）はっ関係式  

聖廻  
J－リ・り  

ダ（ん，γ）＝  

を用いて計算する．ここで，左pは単位時間当り単位重量の推進薬（燃料）が消費されると  

きに発生する推力として定義される量（比推力）であり，エンジンの性能，推進薬の優劣に  

関する基本量である．このとき，求めるものは，飛行時間Jを最小化する迎角α（t）の制御列  

である．   

最小燃料消費問題も，（2．1）式の評価関数を  

J＝点l叫dt  （2．13）  

で置き換えれば同様に定式化できるので，以後は最短時間上昇問題に限って話を進める．推  

力ア（ん，即），零揚力抗力係数C伽（〃）および揚力傾斜Cェα（〟）を表関数で与えた数倍例を第  

6章で示す。  

3．エネルギー近似法と動的計画法  

3．1．エネルギー近似法  

この方法は，与えられた最短時間上昇問題Pを最適制御問題としてそのまま解く代わりに，  

次のような近似を用いて航空機の性能を推定する方法である．   

いま，航空機の単位質量当りの総エネルギー且が，その運動エネルギーと位置エネルギー  

の和  

2 且＝γ＋タん  
（3・1）  

で表されると仮定する．図2はエネルギー近似法の概念図である．この図では（3．1）式の関  

係を，厨が一定（したがって，エネルギー高度β／タが一定）の等高線として，（九，γ）平面上に  

措き，初期点Aから終端点Bへの最短時間上昇経路の典型例を示してある．この近似法で  

は，航空機の移動を物理的な点から点への移動と考えるよりも，むしろ各エネルギー等高線  

問での移動と見なしている．また，等エネルギー線に沿った移動は零時間移動が可能である  

と仮定している．一方，βの時間変化率は（3．1）式を微分した結果に（2．2），（2・4）式を代入す  

ると得られ，  
〃（r（わ，γ）cosα－β（た，〃，α））  

（3．2）  且＝   
J■J！   

となる．もし，一つの状態変数且から成る（3．2）式だけを用いて，飛行性能を推定できれば  

具合いがよい．そこで，エネルギー近似法では，迎角αは微小，飛行経路に垂直な加速度成  

分巧は無視可能，飛行はほぼ水平飛行と仮定し，  

Sinα空0，COSα竺1，所望0，COS7竺1   
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速度Ⅴ（マッハ数M）   

図2エネルギー近似の概念図  

の近似を行う．これらの近似により（2・3）式は簡単化され，  

エ（九，U，α）望mg   
（3・3）  

となる．いまαに閲し1次式であることを考慮すると，αは九とむの項で容易に表すことが  

できる．同様にして，抗力βも九と〃の項で表せる．さらに（3．1）式を用いると，九はβと  

即の項で表せるから，結局，（3．2）式は，推力rと抗力βを，それぞれエネルギー厨と速度  

uの関数とみなすと，  

U（r（且，γ）－β（且，U））  
（3・4）  

属’望   
7T乙   

となる・エネルギー近似法では航空機の質量mを一定と仮定し，（2．1）式の評価関数の代わ  

りに  

JE＝£f亜＝ぷ∫去d厨望£∫ 丁¶  

（3■5）  
dβ   

b U（r（β，即）－β（β，γ））  

を用いる．   

このとき，求めるものは，（3・5）式の評価関数Jβを最小化する速度む（厨）（β0≦且≦勘）  

の制御列である．エネルギー近似法を用いて，時刻foでの高度ん0と速度即。の初期点Aから，  

指定された高度んJと速度りの終端点Bに最小時間で上昇するには，等エネルギー線（等高  

線）に沿った移動が零時間であることを考慮すると，図2で初期点Aを含む等エネルギー  

線から終端点Bを含む等エネルギー線に至るまでの各等高線βで曳をuに閲し最大化すれ  

ばよい．すなわち，図2においてA→J→K→L→M→Bのような軌道が最適な制御  

列となる．  

3．2．従来型動的計画法  

航空機の最短時間上昇問題（原問題P）を動的計画法を用いて解くことを考える．用語の混  

乱を避けるために，状態の遷移方向（通常は時間の増加方向）に関して後向きに計算が進行  

する場合を後向き動的計画法，一方，前向きに計算が進行する場合を前向き動的計画法と表  

記する．   
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一般に，制御量αを離散化すれば，システムの動きを微分方程式で記述した，いわゆる  

連続型の最適制御問題も離散型として定式化できるので，以後，原問題Pを離散型に変換  

して動的計画法を適用することにする．ただし，本研究の飛行経路の最短時間上昇問題で  

は，独立変数を時間fとするよりも，エネルギー近似法に合わせて，エネルギー捌こした方  

が便利であるので，原問題P（2・1）～（2・12）式の独立変数を苦から捌こ変換して動的計画法を  

適用する．したがって，A－B間のエネルギー差をⅣ段に分け，それらの各段のエネルギー  

高度を段変数にとる．   

いま，エネルギーに閲し離散化した各段た（た＝0，1，．．．，Ⅳ）での航空機の状態を，状態変  

数鱒た＝（射たヮ7ゐ，れゐ，Zぁ，mん）′を用いて表すことにする。また，制御変数をαぁとする．ただし，  

′はベクトルの転置を表わす．このとき，原問題Pを，  

Ⅳ－1  

Minimize J＝∑エ壱（諾右，α壱）＋如（訂Ⅳ）  
盲＝O  

Subjectto 乳汁1＝鋸（£ん，αた）（た＝0，・■■，Ⅳ－1）  

諾0＝Co  

止：．＼∈！！J  

影ん∈ズん（た＝1，…，Ⅳ－1）  

αん∈ぴ（影た）（た＝0，．・．，Ⅳ一1）   

と書き換えることができる．ただし，鋸（諾た，αた）は航空機の状態遷移関数であり，  

（3．6）  

（3・7）  

（3．8）  

（3・9）  

（3．10）  

（3・11）  

γた＋濃＋1  

／γた＋濃＋1  

んゐ＋漂＋1  

zた＋濃＋1  

mた岬漂＋1  

COSαた－β  ‾mgSln7  
γ（ア（ん，γ）cosαた－か（ん，γ，αた））  

T（ん，U）sinαた＋エ（ん，γ，αた  ‾mgCOS7  

γ2（T（ん，γ）cosαた－か（ん，γ，αた））  

（3．12）  鋸（諾た，αた）＝  r（ん，U）cosαた¶か（ん，γ，αた）  

T（h，U）cosαた－か（ん，γ，αた）  

d且  
γ（T（九，り）cosαた－か（ん，U，αた））  

と表記できる．また，ムゐ（影ん，αゐ），た＝0，1，…， Ⅳ－1は，1段当りのコスト関数として定義  

される量であり，単位エネルギー区間を通過する航空機の飛行時間を表し，  

エ擁αた）＝ぷ叫  
m  

（3■13）  d且   

〃（ア（ん，〃）cosαト⊥β（九，γ，αゐ））  

と表記できる．ただし，最終段でのコスト関数を鋸（君Ⅳ）としているが，問題Pでは◎Ⅳ（訂Ⅳ）＝  

0である．また，ズたとび（諾た）を，それぞれた段での許容状態集合と許容制御集合とする・一  

方，（3．8）と（3．9）式は，それぞれ，初期条件と終端条件である．ここで，nF（nF⊂ズⅣ）  

を終端条件を滴たす集合とする．   

上記の問題を従来型（後向き）動的計画法［3】を用いて解くには，各段た（た＝0，1，…，Ⅳ）  

でのすべての許容状態勘∈ズんに対して動的計画法の再帰関数方程式を適用し，それらの  

状態勘の最適制御α芸を計算する．この再帰関数方程式は，た段以後の最小コスト関数を  

ノⅤ－1  

αた 
っαた＋い…，αⅣ－1  

J＝人、   
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と定義すると，Bellmanの最適性の原理【3】から，  

JⅣ（語Ⅳ）＝◎Ⅳ（語Ⅳ）  

舟木）＝ 
αたた） 

と書くことができる．この（3．14）式から最適方策を解析的に求めることは多くの場合難し  

いので，通常，数値的に解くことになる．  

（3．14）式を解くには，通常，各状態変数魂（豆＝1，2，．．りれ）をg∬レベルに，また，制御変数  

α孟（J＝1，2，…，m）をg鮎レベルに量子化する．そして，状態ベクトルの㍑次元格子の各点にお  

いて量子化した制御を適用し，（3．14）式を用いて格子点での克（詔た）と最適制御α芸を求める．  

もし，この計算で，次段の状態鋸（訂た，αゐ）が格子点上に無い場合は，格子点での克＋1（勘叶1）  

を用い，内挿によってム＋1（鋸（訂た，αた））を計算する．状態変数の次元数れが大きいとき，こ  

の内挿計算は相当煩わしい．（3．14）式の計算はた＝Ⅳ－1から始め，後向きに，た＝0まで  

再帰的に行う．   

従来型動的計画法を適用する上で最も難しいことは，状態変数訂たの次元数の増加に伴っ  

てメモリーサイズ（データの格納領域）と計算数が飛躍的に増大することである．これは，  

状態ベルトルを量子化することに起因する．本論文で扱っている航空機の最適制御問題は定  

義域の次元数が陀＝5であるから，たとえば，エネルギーの段数がⅣ＝10で，訂たの各要  

素当りg影＝20レベルに量子化したとき，（3．14）式の右辺を評価するために計算機メモリー  

に格納する必要がある克十1（乳汁1）の格子点の数はg芸＝205＝3，200，000個である．また，  

克（諾た）とα芸の計算を必要とする格子点の総数（計算領域）はg芸・Ⅳ＝205×10＝32，000，000  

個となる．もし，制御変数の許容領域をg視＝10レベルに量子化したとすれば，コスト関数  

の総計算数は，g芸・Ⅳ・gⅦ＝205×10×10＝320，000，000個となる．量子化レベルをさらに  

増やしたとき，従来型動的計画法によるアプローチでは事実上，計算が実行不可能に陥る．   

さらに，コスト関数エたや状態遷移関数鋸の値を計算するのに，通常，（3・12）式や（3．13）  

式に見られるような積分の代わりに，1段当りのエネルギー増分△β＝（且ノー且わ／Ⅳを差分  

とした有限差分近似を用いるため，これに起因する誤差の蓄積を無視できない．以下に述べ  

る複合アルゴリズムでは，従来型動的計画法の利点を保存しつつ，かつ，従来型動的計画法  

が持つそれらの欠点を緩和することに主眼を置いている．   

4．複合アルゴリズム  

従来型動的計画法は，状態の遷移方向（通常は，時間の増加方向）に閲し，後向きに定式化  

している・これは，「後向き」最適性の原理t3］を用いたことによる．一方，複合アルゴリズ  

ムで用いる前向き動的計画法は，この原理を，時間に関して前後を遵にした「前向き」最適  

性の原理に基づき，初期点から前向きに定式化する．   

いま，量子化した許容制御αた∈U（豊た）を初期点訂0から，各段たで繰り返し適用してでき  

る，初期点からの実行可能経路集合を考え，（方言）＝∪た0ズデとおく．ただし，現は，再帰  

的に定義され，ズ∂＝（影0），ズ£＋1＝（乳汁1l影紅1＝鋸（影た，αた），螢ゐ∈方言，αた∈ぴ（影鳥））（た＝  
0，…，Ⅳ－1）とする．また，鋸を状態遷移関数とする．この経路群は初期点からの枝構造を  

もつ・このような，状態点の決め方，すなわち，た段の状憩点勘∈現を押し出すことによっ  

て，た＋1段の状態点乳汁1∈方言＋1を確定させる計算を，「押し出し計算」と呼ぶことにする．  

ここで，計算上の工夫として，前向き動的計画法でのすべての計算点を，押し出し計算に  

よって，この実行可能経路（ズ£）上にとり，かつ，コスト関数の計算と比較を，正確にこの   
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経路上のコスト値を用いて行うことを考える．このような処理では，コスト関数の内挿計算  

を含まない．しかし，このままでは，段数Ⅳが大きいとき，実行可能経路数の巨大化を招  

く．この巨大化を避けるため，次節では，量子化について考察する．  

4．1．量子化手続きと前向き動的計画法  

複合アルゴリズムでは，前向き動的計画法を適用するのに，許容状態集合J‰を，ズた＝∪警1牙拓  

ガゐ盲nXたブ＝¢（ま≠j）となるように，適当な部分集合ズ拙X払…，ズた氾たに量子化する・以  

後，この部分集合芽た五を，「ブロック」と呼ぶことにする．各ブロックズた壱に対し，初期点影0  

からの経路が存在する場合のみ，一個ずつ代表点ガ最（∈羞壱）とそのコスト関数の億を以下  

のように定義する．すなわち，  

錘た壱）＝（r（影た）芽影た∈端壱）（五＝1，・‥，m点，た＝0，…，Ⅳ）  （4・1）  

とする．ここで，r（諾た）は，前段の代表点詔ゐ＿1宜（影た－1五∈ズゐ＿1壱）に，量子化した各αた－1∈  

打（勘ト1五）を適用し，式，  

r（語0）＝O  

r（詔ゐ）＝克＿1（影ん－1宣）＋んト1（㌶た－1；，αた－1）  

訂あ＝鋸＿1（軋ト1わαゐ＿1）（嘉＝1，…，mた，た＝1，…，Ⅳ）  （4．2）  

を用い，押し出し計算によって計算する．ここで，エたを1段当りのコスト関数とする．ただ  

し，便利さのため，最終段Ⅳでのコスト軋（諾Ⅳ）を，Ⅳ－1段でのコストエⅣ－1に含めて考え  

る．また，汀沌（mん≦れた）を，た段の代表点の数とする．この代奉点∬た麿初期点影0（諾0＝勘1）  

から，た段の各ブロック上での到達点までの経路の中で，対応するコスト関数の値が（各ブ  

ロックの中で）最小となる点であり，初期点から再帰的に計算できる．このような代表点  

におけるコスト関数の最小値を最小コスト関数と呼び，代表点訂烏の関数としてム（訂た）とお  

く．このとき，有限個の代表点方言＝（叙拙劣払…，ガゐmた）（た＝0，．．・，Ⅳ）上で考慮した前向き  

動的計画法が成立する。すなわち，  

ふ（語01）＝0  

尤＋1（鵜＋1五）＝語た（出井ん壱）＋㍍（勘拓αた）l諾た壱∈方言7αん∈U（影ん壱））  

勘叶1壱＝鋸（影ん五，αた）（壱＝1，…mゐ，た＝0，‥・，Ⅳ－1）  （4．3）  

とする．   

一方，代表点以外の各ブロック内の状態点の最小コスト関数の値は，代表点の値で近似し，  

もしガた∈Xた盲ならば，尤（諾歳）＝ム（諾た盲）（哀＝1，2，…，mた，た＝0，1，…，Ⅳ－1）   

とする．  

4．2．優先順位計算  

複合アルゴリズムの計算は，初期点から前向きに進行する．初期点および各段の代表点で  
は，量子化した制御を適用し，枝構造をもった最適経路候補群を繰り返し生成させる．この  
際，（4．2）式によって計算されるコスト関数値ア（諾た）の小さい順に，各経路がブロックに到   
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着するように処理する．以後，この処理を優先順位計算と呼ぶことにする．このようにする  
と，代表点の定義により，ブロックに最初に到着した経路がそのブロックの代表点となる・  
それ以後に到着するいかなる経路も代表点となることはできないから，それらを削除でき  
る．このアルゴリズムは，初期点からの経路のいずれかが，終端条件を満たす状態集合nダ  
に最初に到着したとき終了する．このとき，この先着経路が最適経路となる．この先着経路  
に対応する最適コストを  

（4．4）  瑞Ⅳ＝恕1（ん匝吊日和∈nF）   

と定義することにする．  

4．3．限定操作とクリアランス  

複合アルゴリズムでは，前向き動的計画法の計算数を削減するために，分枝限定法の限定操  

作を使う．   

いま，（3．14）式の最小コスト関数克（訂た）の下界倍を爪先（影た）とし，また，原問題P（2・1）  

～（2・12）式下での最終最適解毒Ⅳ（4－4）式の上界値を∫（暫定解）とする・分枝限定法での  

暫定値は，通常，計算の進行に伴って得られた上界値の最小の値で改良するが，このアルゴ  

リズムでの暫定値は，計算終了まで更新しない．これらの下界倦と上界値が満たすべき条件  

は，それぞれ  

爪先（訂あ）≦ ム（£ぁ），  諾ゐ∈端  

Ⅳ－1  

∑ん（諾わα壱）（た＝0，‥γⅣ－1）  
盲＝ん  

111111  
αた，αた＋1，…7αⅣ－1  

ノ ≧．れ；‥、  

で与えられる．よく知られているように，もし，  

ム（£た）＋爪先（£た）＞J   （た＝0，…，Ⅳ）  

ならば，状態影たを通る経路について，  

（4・7）  

長（語た）＋克（訂ん）≧長（影た）＋鳩（訂た）＞J≧蒜Ⅳ  

が成り立つ．よって，代表点詔たは最適経路の一部になれないから削除してよい．ただし，  

ふ（和）は，（4・2）式より允（影0）＝r（和）＝0である．また，ここでは，最終段Ⅳでのコスト  

◎Ⅳ（ガⅣ）を，Ⅳ－1段でのコストムⅣ－1に含めて考えたから，形式的に，ん（訂Ⅳ）＝0とす  

る・したがって，朋ふ（影Ⅳ）＝0とおく・削除できる代表点影ぁの数を増やすには，（4■7）式か  

ら明らかなように，上界値∫をより小さな億へ，一方，下界値兢（打た）をより大きな倍へと  

強化すればよい．ここで，上界値と下界値の強さを表わす量として，それぞれ，△αおよび  

△毎を導入し，  

△α＝トぷ，Ⅳ，△毎＝克（£ゐ）一几先（語ゐ）  

とおく・（4・8）式の∫とA先（∬ゐ）を（4．7）式に代入すると  

（4・8）  

尤（諾ん）＋克（£た）＞瑞Ⅳ＋△α＋△らた  
（4・9）  

となる．（4．9）式より，複合アルゴリズムの計算数は，△αや△毎の個別の値というよりも，  

それらの和△亡（△∈＝△α＋△毎）に依存する．以後，この和△∈をクリアランスと呼ぶことに   
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する・複合アルゴリズムを用いて大域解を得るには，（4．5），（4．6）式の制約を満たす有効な下  

界値と上界値を計算できなくても，より緩和された，大域解を得るためのクリアランスの条  

件，すなわち，  

△ビ＝△α＋△毎≧0  （4・10）  

を満足すればよい。ここで，この複合アルゴリズムの計算数が最小となるのは，△e＝△α＋  

△転＝0のときである．   

複合アルゴリズムの，飛行体の最適制御問題への応用では，下界値爪先（詔た）を上述のエ  

ネルギー近似法を一部修正した修正エネルギー近似法（後述）を用いて求める．また，上界  

値，rを，状態空間ズぁと制御変数の定義域の粗い離散化の下で，複合アルゴリズムを適用し  

たときの最適解から求める．このときの下界億は，修正エネルギー近似法による解を，、再計  

算をしで用いることができる。一方，上界値は，修正エネルギー近似法による解を上界億の  

下界として利用することで，上界値の許容範囲の放り込みと複合アルゴリズムの数回の試行  

によって求めることができる。  

4．4．緩和問題と修正エネルギー近似法  

航空機の最適経路を複合アルゴリズムを用いて求める際に，必要となる原問題の下界値をエ  

ネルギー近似法によって求めることを考える．   

いま，腰間題Pの（2．2）式の両辺に（γ／m）を掛け，（2－4）式の両辺にタを掛けて辺々を加  

えると，  
〃（ア（九，〃）cosα岬β（ん，γ，α））  

（4・11）  γむ＋タん＝   
けI   

が得られる．（4．11）式は合成式であるから，元の2つの制約式（2．2），（2－4）式よりも緩和した  

制約となる．この式の両辺を積分し，初期条件より積分定数を決めてやると，  

〃（r（ん，γ）cosα－か（九，γ，α））  
dt＋芸γ呂＋タ九0  （4・12）  

2 
γ相＝ 

／   m  

となる．（4．12）式の左辺は（3．1）式の総エネルギー捌こほかならない．よって，（4・12）式を  

微分して得られる磨，すなわち（3．2）式で，原問題の（2．2）式と（2．4）式を置き換えた制約式  

は，原問題の制約条件を緩和している．   

エネルギー近似法は原問題の微分方程式の次元を状態変数1個に下げるので，原問題よ  

りもはるかに容易に解くことができる．しかし，この埠似法は迎角αを（3・3）式で近似し，  

（3．4）式を導出しているため，厳密な意味で原問題の緩和問題になっていない．そこで，以下  
の修正を行うことにする．   

いま，原問題Pの緩和問題を導くため，（3■2）式でα＝0とし，抗力かが〟，んおよびα  

の関数であること，さらに，〃とんが共に且と〃の関数であることを考慮し，抗力を  

（C別㈲小楯γ）C最β，γ）α2）細購  

≧喜c別（且，榊，γ）γ2g＝珊u）  

β（且，〃，α）   

で近似することを考える．ただし，C上α（且，γ）≧0，り（β，γ）≧0とする．このとき，常に  

T（β，γ）co占α－β（且，U）≦r（且，γ）－β′（且，γ）  （4・13）   
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が成り立つことは明かであり，（4．13）式の右辺の逆数は左辺の逆数の下界倍を与える．さら  

に，航空機はロケットと異なり，燃料消費による質量変化が最適経路に影響する度合はかな  

り小さいが，厳密な下界値を得るために，（3．2）式での燃料を含んだ航空機の質量mの代わ  

りに，燃料を除く質量mん（一定）を用いる．この値は仇の下限値である．これらの修正の下  

での緩和問題E  

緩和問題E：修正エネルギー近似法  

け？～）  

MinimizeJM   （4・14）  d且  

γ（r（且，γ）－β′（且，即））  

（≦£′dり  

は，原問題の評価関数（2．1）式の倍を常に小さく評価することは明らかである．また，α＝0  

とβ′（且，γ），および，mあによる近似のどの様な組み合せを用いても，それらに対応する緩  

和問題は下界値を与えることになる．   

修正エネルギー近似法（ModifiedEnergy－StateApproximationMethod）は，（E，V）平面で  

各月毎に評価関数（4．14）式の被積分関数を最小とするようなγを用い，原問題Pの解を近似  

する方法である．すなわち，与えられた初期点から終端点への最短時間上昇経路は，初期点  

を含む等エネルギー線且0から終端点を含む等エネルギー線町こ至るまでの各等高線上で  

γ（r（β，γ）－β′（且，γ））を最大にするように，それぞれの月毎にuを選べばよい．これは，  

m君Ⅹ（岬（且，むトか′（β，γ）））  

と表現できる．修正エネルギー近似法では，隣接する各等高線間の最短移動時間で，そのエ  

ネルギー区間の移動時間を代表させる．下界値は，航空機の通過区間に対応する最小移動時  

間の総和で表される．修正エネルギー近似法でも，等エネルギー線上の移動は零時問移動が  

可能であるとしている．この移動は異なる高度と速度への瞬時の移動であり，現実な経路と  

異なるが，下界値として用いるには何ら支障はない．図3に単位エネルギー区間（すなわち，  

単位エネルギー高度）を通過するのに要する時間を示してある．この図より，航空機の急降  

下と急上昇を除く部分では，修正エネルギー近似解は原問題Pの最適解とよく一致してい  

る．逆説的に言えば，修正エネルギー近似法は，初期点および終端点付近では精度が低く，  

何らかの方法でこの部分の補正が必要である．これについては5章で議論する．  

4．5．複合アルゴリズム  

複合アルゴリズムは，次の10ステップに要約できる．  

1・（境界条件の設定）＝屈0と且Jの間をⅣ分割し，それらの分割面をた（た＝0，1，…，呵と  

する．初期条件および終端条件を設定する．   

2■（状態集合の量子化）＝ 各段た（た＝0，1，．‥，Ⅳ）の状態空間ズたを，れた個のブロック  

端1，ズ払…，ズた几たに分割する（ただし，ズた＝∪警1ズ妬ズゐ吏∩ズたj＝¢（哀≠j））．  

3■（上下界値の計算）：各た＝0，…，Ⅳに対し，修正エネルギー近似法を用いて，適当な  

ぉた∈為に対する下界借兢（∬ゐ）を計算する．また，一つの上界値Jを，△亡≧0とな   
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図3修正エネルギー近似の下での単位エネ  

ルギー高度通過時間  

るように，設定する．   

4．（初期化）：初期設定n←（∬0），r（∬0）＝0，況←¢を行う（護＝ま，そこまでの最小コス   

ト経路が確定したブロックの集合を表す）．   

5．（停止）：もしn＝¢なら停止せよ．   

6・（前向き動的計画法）：nの中からr（が）の値が最小であるがを選び，n←n＼（が）と   

せよ．そして声＊が属する段の値を机こセットし，影芸←ご＊とせよ（＼は差集合の演算子）．   

7■（終端テスト）：もし現が終端条件を満たすなら，停止せよ（この投階で最適解が得られ   

る）・   

8．（代表点テスト）：もし【∬芸］∈況ならばステップ5へ行け．それ以外は況←況・∪（【咄）   

とし，ステップ9へ行け（【y】は状態yを含むブロックを示す．この段階で，詳言に到達   

させる最適制御α芸＿1が確定する．また，最小コスト関数の候補値r（頃）は，真の最小   

コスト関数値尤（影芸）となる）．   

9・（分枝限定操作）：量子化した各αた∈U（頃）に対して，次段の状熟恥1および最小コ   

スト関数の候補値r（勘旺1）を，㌍杵1＝鋸（影芸，αた），r（勘叶1）＝r（頃）＋上た（訂芸，αた）とす   

る・そして，もし各勘＋1に対しr（現＋1）＋A先＋1（現＋1 

せよ．  

10．ステップ5へ行け．   
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速度 Y  
● 動的計弼注の計井点  
Ⅰ∃ ♯合丁ルプリズムの計算停止点   

図4複合アルゴリズムの概念図  

ステップ6でがを選択するとき，£をそれらに対応する最小コスト関数の候補値のサイ  

ズの順序に整列しておくと，探索の手間を削減できる．また，ステップ9で「了「（乳汁1）十  

九九＋1（乳汁1）≦J」の代わりに「r（勘叶1）＋九九＋1（訂紅1）≦∫かつ［∬糾1】∈叫とすると，n  
に格納する状態点の数を減らすことができ，データの記憶容量や探索の手間を削減できる．  

しかし，反面，匝軒1】∈況であるかどうかの判定回数を増加させるため，実際には両者のト  

レードオフとなる．   

一般に，状態変数や制御変数の定義域における量子化幅を粗くとると，アルゴリズムに  

よって生成される経路群が終端条件を満たせなくなって，計算が停止してしまう可能性があ  

る．この現象に対処するため，終端条件が満たされないほど終端段のコスト値が大きくなる  

ようなペナルティー関数P（諾Ⅳ）を導入する．そして，元の評価関数にこのペナルティー関  

数項を加えた新しい評価関数  

Ⅳ－1  

J＝∑エ盲（詔豆，叫）＋〃P（訂Ⅳ）  
盲＝0  

（4－15）  

ここで，   

P（訂Ⅳ）＝甘（影Ⅳ）γ申（訂Ⅳ）  （4・16）  

の下で，終端条件のない最小化問題を解く．ここで，せ（影Ⅳ）＝0は原問題の終端条件であ  

り，〃は十分大きな正定数とする．このとき，量子化単位を細かくするほど，最適経路は終  

端条件を満たすように改善される．   

複合アルゴリズムの概念図を図4に示す．図の中で小さな四角形に囲まれた点は，複合  

アルゴリズムによる初期点からの計算過程で最適経路の一部になり得ないことが判明し，限  

定操作により計算停止になったことを示す．   
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5．下界値の強化  

制約式を原問題Pの制約式の一部に限定した次の緩和問題  

緩和問題G：  

Minimize J  

Subjectto＝T（h，V）cosα－D（h，V，a）－mgSin7  

九 ＝ γSinl′   

を考える．ここで，抗力かは  

坤叩）＝去（C別（叫＋榊）Cェα（叫α2）β㈲2∫  

と表すことができるから，この間題のHamilton関数［2】を，   

ガ＝1＋心pl＋極2  

（叩，小osα一仰）Cェα（叫α2招車2g）pl  

＋（叩2】且机）sin7一志c別（勒（九）鞠1・1  （5－1）  

と書くことができる．  

変数とする．ここで，  

ただし，Cェα（〟）≧0およびり（〟）≧0とする．また，plとp2を随伴  

迎角αと飛行経路角7を制御変数にとり，各々の許容範囲を   

αmね≦α≦α叩胤㍗  およびγm玩≦7≦7m。。  

に設定する．ただし，  

打
1
2
 
∬
一
2
 
 

7「  

2  

7r  

2  

＜αmれ＜0， 0＜αm。∬＜   

＜7m盲れ＜0， 0＜7m。∬＜  

とする．最大原理（問題Gの場合は最小原理）［2】を適用すると，最適制御は（5■1）式のHamilton  

関数を最小にするα＊と7＊となり，それぞれ，  

α＊＝〈  
0  丘）r pl＜O  

max（lαm玩】，lαm。∬け 払r pl＞0  
（5．2）  

および  

7＊＝〈  
7m壱几 払r 叩2＞gp1  

7m。若 鮎r 叩2＜タpl   
（5．3）   

で与えられる．   

ここで，この緩和問題の正準方程式の数値解を得る代わりに，最適制御α＊とでの候補値  

のすべての組み合わせ，すなわち，つぎの4つの組み合わせ，   

（（α，7））＝（（0，7m五乃），（0，7mタ訂），（max（lαm玩l，lαm。∬け，7m壱几），（max（lαm壱循1，lαmα∬け，7m。∬））   
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を制御入力集合とし，複合アルゴリズムを用いて数値的に解くことを考える．そのために，  

先程と同様に，独立変数を時間苦からエネルギー捌こ変換する．計算は，終端点から後向  

き（エネルギー高度の減少方向）に，最終区間，すなわち，Ⅳ段からⅣ－1段までの区間に  

対し，複合アルゴリズムを適用することによって行う．この計算で得られた解を，修正エネ  

ルギー近似解の最終区間の解の補正に用いる．この補正法を以下ではMP法と呼ぶことに  

する．   

一方，この計算を最終区間だけでなく初期段た＝0まで繰り返し適用し，各段で得られ  

た終端点からの最小コストを下界値として用いる場合を，2M法とする．ただし，2M法の  

計算の実行で必要となる初期点から現在点までのコストの下界値は，修正エネルギー近似  

解より求める．もう一つ，原問題Pに対して最終区間だけ，終端点から後向きに複合アルゴ  

リズムを適用することによって得られる解を用い，修正エネルギー近似解の最終区間を補正  

する方法を考える．ここでの制御入力は，原問題Pでの離散化した許容迎角αⅣ∈U（影Ⅳ）  

とする．この方法で求めた，最終区間の最短飛行時間は，実際的な飛行時間の良好な近似を  

与える．また，容易に求めることができる．この最短飛行時間で修正エネルギー近似解の最  

終段を補正する方法を，DP法とする．修正エネルギー近似解を補正なしで用いる場合を，  

ES法とする．これらの下界値は，1度計算すると，再計算を必要としない．また，複合ア  

ルゴリズムを終端点から後向きに適用することによって得られる最適制御は，終端点に対し  

フィードバック構造を持つ．したがって，終端値を変えなければ，初期値のみを変えた問題  

に対しても，この下界値を使うことができる．   

以下では，原問題Pの数値解を求めるとき，それら4つの方法で求めた下界値を，それ  

ぞれ，複合アルゴリズムの実行で使用したときの性能を調べることにする．  

6．数値例  

超音速飛行をする航空機の最短時間上昇問題を考える．ここで用いた航空機の機体の仕様は，  

Brysonetal．［4】で取り扱われた「airplane2」と同二である．空力基準面積をS＝46．5m2，誘  

導抗力パラメータをり＝1・0，比推力を烏p＝2，800秒としている．airplane2に対する揚力  

傾斜Cェαと零揚力抗力係数C即は，マッハ数の関数（表関数）として表1に，また，エンジ  

ン推力rは，高度とマッハ数の表関数として表2にそれぞれ示されている．   

一方，空気密度β（ん）と音速α（ん）は日本工業標準調査会による標準大気の表［12】から計  

算した．最初の問題例は，境界条件  

h（to）＝12，192m（40，000ft），V（to）＝0・5Mach，7（io）＝O  

h（tf）＝24，384m（80，000ft），V（ff）＝2・OMach，7（tf）＝無指定・  

の下で，初期点から終端点に最短時間で上昇移動するような，航空機の制御入力αを決定  

する問題である．最初に，複合アルゴリズムで使用すろ下界借を求めるため，緩和問題Eに  

修正エネルギー近似法を適用した．そこでは，初期点と終端点を，それぞれ含む2つの等高  

線の間を100分割し，それら離散化した各区間の最小移動時間を求める．そして，それら  

の最小移動時間の累積値をもって，初期点から終端点までの最短上昇時間とする．本計算で  

は，最短上昇時間は100秒であった．計算時間は，20MIPSの速度を持つ計算機で1秒以下  

である．複合アルゴリズムを適用するため，原問題の独立変数fをエネルギー捌こ変換して  

いるが，状態空間を，ん，〃，7に関して各32ブロックに，mに関して1ブロックに，捌こ閲し   
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表1マッハ数の関数としての揚力傾斜払αと零揚力抗力係数砧。  

MadlNo．初‘ ≠丘う             0   0．2  0．4   0．6   0．8   i頂  1．2  1．4  1．釘【▼「了焉  2．0  
2．240 ：≧．287  2．325  2．349  2．350  2．328  2．290  2．235  2．160  2．063   1．950  
0．0065 0．（泊67 0．0065 0．0050  0・0060 0・0090 0・01柑 0・0123 0．0110 0．0097 0カ086  

MacbNo∴扇「¶1戻             2．2  乱4   2．8  2，8   乱0   3．2  
1．829 1．700 1．567  1．435 1．318 1．250  

仇）0  0・0078 0．0074 0．00710．0089 0．0067 0．0068  

表2 高度とマッハ数の関数としての推力r  

r（×1，000kg）  

8  10  12 14 16 18  20  22  24  26  28  30  32  0   2   4   6  

2．0 1．2 0．7 0．4 0．3 0．2 0．1 0．0 0．0 0．0 0．0  

2．0 1．3 0．7 0．5 0．4 0．2 0．1 0．1 0．1 0．0 0．0  

2．2 1．5 0．9 0．6 0．4 0．3 0．2 0．1 0．1 0．0 0．0  

2．5 1．7 1．2 0．8 0．5 0．4 0．2 0．2 0．1 0．1 0．1  

2．9 2．1 1．5 1．0 0．7 0．5 0．3 0．2 0．2 0．1 0．1  

3．6 2．6 1．7 1．2 0．9 0．7 0．4 0．3 0．2 0．2 0．1  

4．3 3．1 2．0 1．4 1．2 0．9 0．6 0．4 0．3 0．2 0．2  

10．6  9．0  7．4  5．8  4．2  3．0  

10．4  8．6  7．0  5．5  4．1  3．0  

10．3  臥6  7．0  5．5  4．3  3．1  

10．6  8．9  7．3  5．9  4．7  3．5  

11。1  9．6  79  6．5  5．3  4．0  

12．2 10．8  8．8  7．3  6．0  4．7  

13．3 12．0 10．0  臥4  69  5．6  

13．5 12．7 11．4  9，9  8．1 6．6  5．1 3．8 2．7 1．9 1．4 1．0 0．7 0．5 0．4 0．3 0．2  
13，5 13．112．7 11．4  9．6  7．7  6．0 4．6 3．3 2．4 1．7 1．2 0．9 0．6 0．4 0．3 0．2  
13。5 13．2 12．9 12．110．9  9．0  7．2 5．3 3．9 2．8 2．0 1．5 1．1 0．7 0．5 0．3 0．3  
13．6 13．ユ 13．0 12．5 11．8 10．2  臥2 6．1 4．5 3．2 2．2 1．7 1．2 0．8 0．6 0．4 0．2  
13．6 13．3 13．0 12．7 12．2 11．2  9．3 6．8 5．0 3．6 2．5 1．9 1．4 0．9 0t6 0．4 0．2  
1乱6 13．2 1a．0 12．6 12．2 11．9 10．2 7．5 5．5 4．0 2．9 2．11．5 1．0 0．7 0．4 0．2  
13．5 13．113．0 12．6 12．2 11▲9 10．5 8．2 6．0 4．3 3．1 2．3 1．7 1．1 0．7 0．5 0．2  
13．5 13．112．9 12．5 12．111．8 10．7 乱8 6．3 4．6 3．3 2．4 1．8 1．2 0．8 0．5 0．2  
13．5 13．112．8 12．4 11．9 11．7 10．7 9．1 6．6 4．7 3．5 2．5 1．8 1．3 0．8 0．5 0．2  
13．5 13．0 12．6 12．2 11．8 11．5 10．6 8．9 6．7 4．9 3．5 2．6 1．8 1．2 0．8 0．5 0．2  

て12レベルに，分割した．また，Zは，他の状態変数の変化に影響を及ぼさないから，別  

個に計算することが可能であり，離散化を行わない．一方，制御変数αを－2～10deg．の範  

囲を13レベルに分割した．この離散化は，従来型動的計画法を用いたとき5，000，000回の  

コスト関数の評価を必要とする．最適解の上界値は，修正エネルギー近似解を参考にして決  

めるが，より粗い離散化を用いた複合アルゴリズムを数回試行的に適用することで，範囲を  

かなり放ることができる．複合アルゴリズムで求めた最短時間上昇経路を，修正エネルギー  

近似解と共に図5に示す．図中，等エネルギー高度線に添えられた数倍と文字KMはエネ  

ルギー高度（単位はKm）の値を示す．以下の図においても同様である．複合アルゴリズム  

を用いたときの最短上昇時間はユ63秒であり，原問題Pを直接に最急降下法で解いたときの  

162秒と比べ，0．7％の離散化誤差の範囲で一致した．複合アルゴリズムの計算時間は，修正  

エネルギー近似法で下界借を計算するときの1秒を含め，約1分であった．図6に，複合ア  

ルゴリズムによって計算された状態空間の領域を示す．黒く塗りつぶされた部分が，初期点  

からの各経路の評価関数値が計算された領域である．鋭く尖った状態では，そゐ状態までの  

経路が限定操作により最適経路の一部に成り得ないと判定されたために，以後の計算が停止  

させられる．   

次に，境界条件が変わったときの複合アルゴリズムの頑健性を調べるため，境界条件だ   
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図6複合アルゴリズムの実行空間  図5修正エネルギー近似を用いた複合  
アルゴリズムの最短時間上昇経路  
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図8従来型動的計画法に対する複合ア   
ルゴリズムの計算量と計算領域の  

割合   

図7種々の境界条件下での最短時間上  

昇経路  
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表3 空カバラメ一夕仇α，Cboおよびrを変化させた6つの例題  

例題名 用いたデータ   最短上昇時間   

ケース1 CLα＋1．0   162．3秒   

ケース2 CLαwl．0   187．0   

ケース3 CDO＋0．01   334．9   

ケース4 CDO叫0．01   106．6  

ケース5   1．5T   105．2  

ケース6  0．9T   192．7  

基準例題 CLα，CDO，T   163．1秒   

けを変えた4例について調べた．結果を図7に示す．すべてのケースにおいて，最適経路を  

複合アルゴリズムにより困難なく求めることができた．この図から，航空機が（ん，γ）平面上  

で初期点から終端点へエネルギー高度を増加するとき，どのケースでもほぼ同じ領域を通  

過する区域があることがわかる．この区域は時間に対するエネルギー変化率が最大の点で  
あり，初期点や終端点から離れている場所でありながら，そこを通過することで，より一層  

の時間短縮を図っていると解釈できる．図8・では，この4例に対して，複合アルゴリズムの  

計算に必要な計算量および計算領域を，従来型動的計画法のそれらと比較している．どの境  

界条件の例でも，複合アルゴリズムを用いると，計算量では従来型動的計画法の0．6％以下，  

計算領域では1．5％以下に削減できることがわかる．   

さらに，複合アルゴリズムにおいて，3種類の下界値強化法を用いたときの効果を，従  

来型動的計画法との比較において調べた．必要な計算量を図9に示す．各下界億強化法の計  

算量の削減の度合は，従来型動的計画法を用いた場合の0．2～0．5％である．また，どの例  

題に対しても，計算量削減の大きい順に2M法，DP法，MP法となっている．一方，各手法の  

計算領域の削減の度合は，従来型動的計画法を用いた場合の0．4～1．2％であり，その削減  

の大きい順に2M法，DP法，MP法となっている．この順位は，計算量での順位とまったく  

同一である。ES法は比較のために示した．計算量と計算領域の指標で見ると，2M法は最  

も効率がよいが，下界値を計算する手間，計算の簡易性なども含め，総合的に判断すると，  

計算量と計算領域が，それぞれ0．5％と1．2％のMP法が最も望ましいと思える．   

次に，航空機の最短時間上昇経路は揚力傾斜Cムα，零揚力抗力係数Cヱ）。，あるいはエン  

ジン推力アのわずかな変動に対しても大きく変化するため，それらの主要パラメータを前  

もって変動させた場合に対する複合アルゴリズムの頑健性を調べた．表1と表2の表関数  

で与えたパラメータ値Cムα，C上）0，アを用いた数値例を基準例題とし，それらの各パラメー  

タ健からの変動量とそれに対応する数値例番号（例題名）を表3に示す．この基準例題のパ  

ラメータ値に閲し，揚力傾斜Cェαのみを1．0増加（ケース1）および減少（ケース2）さ  

せた場合の複合アルゴリズムによる最短時間上昇経路を図10に，零揚力抗力係数C上）。のみ  

を0．01だけ増加（ケース3）および減少（ケース4）させた場合を図11に，推力アのみを  

50％増加（ケース5）および10％減少（ケース6）させた場合を図12に，それぞれ示す．ま  

た，表3に各数値例に対する最短上昇時間を併記した．これらすべての数値例に対し，困難  
なく最適経路を求めることができた．このことは，複合アルゴリズムを用いると，航空機の  

空力特性やエンジン性能の検討に村して，主要パラメータの変動に対する最適経路への影響   
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の度合い（感度）を網羅的に調べることが可能であることを意味する．   

一方，本論文で提案するアルゴリズムにも欠点がある．本アルゴリズムではエネルギー  

近似法によって下界億を計算しているため，本アルゴリズムで扱うことができる航空機は，  

運動エネルギーと位置エネルギーが相互に交換でき，かつ，エネルギー損失が小さいことを  

仮定できるシステムに限られる．別な下界億計算を複合アルゴリズムに取り入れることで，  

そのような欠点を取り除くことを，現在検討している．   

7．結語  

動的計画法と分枝限定法を併用した複合アルゴリズムを用いて，超音速航空機の最適制御  

問題を最短経路問題に帰着させることにより，最適解を効率よく求める方法を提案した．こ  

のアルゴリズムは，動的計画法の数多くの長所を継承し，かつ，従来の動的計画法に比べ，  

計算量と計算領域を大幅に削減することができるため，超音速航空機などの状態変数の次  

元数の大きな複雑な最適制御問題（たとえば，最短時間上昇問題や最小燃料消費問題）の数  

値解を，数値計算上，安定的に計算することができる．本法の実行で必要となる下界借は，  

従来のエネルギー近似法を下界倍の条件を満たすように一部修正した，修正エネルギー近似  

法によって求めた．この修正エネルギー近似法を用いると，原問題の良好な下界値を簡単な  

計算によって求めることができる．また，本論文では，終端点付近の下界値を強化するいく  

つかの方法を提案し，これらの補正が効果的であることを示した．   

数値実験として，超音速航空機の最短時間上昇問題に本法を適用した結果，境界条件を  
様々に変化させた問題に対し，複合アルゴリズムの計算量を従来型動的計画法の0．6％以下  

に，また，計算領域を1．5％以下に減少させることができた．これらを含む多くの計算結果  

から，本論文で提案した複合アルゴリズムは，超音速航空機の最適制御問題の解を技巧を用  

いずに計算することができ，かつ頑健性に優れていることが判明した．   

一方，本論文で提案するアルゴリズムにも欠点がある．修正エネルギー近似法を下界値  

として用いたため，本アルゴリズムで扱うことのできる飛行体は，運動エネルギーと位置エ  

ネルギーが相互に交換でき，かつ，エネルギー損失が」、さいことを仮定できるシステムに限  

られる．別な下界倍計算を複合アルゴリズムに取り入れることで，そのような欠点を取り除  

くことが，今後残された課題である．   

最後に，ご指導と有益な助言を与えてくださった筑波大学大学院企業科学専攻の鈴木久  

敏教授に謝意を表します。   
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乱用  

ABSTRACT  

A LOWER BOUND COMPUTATION METHOD USING  

ENERGY－STATE APPROXIMATION ANDITS APPLICATION TO  

SUPERSONIC AIRCRAFT SHORTEST PATH PROBLEMS  

TbruakiHanaoka  

川・J’J′／＝J・・吊〃イ7晶w  

Inthispaper，alowerboundcomputationmethodusingenergy－StateapPrOXimationisproposedandap－  

pliedtosupersonicaircraftshortestpathproblems．Theproposedalgorithmisbasicallybasedontheforward  

dynamicprogrammlngCOmbinedwiththebranch－and－boundtechnique．Thishybridalgorithmcanreduce  

COmputationalrequlrementSandcomputermemoryrequlrementSOftheconventionaldynamicprogrammlng  
Substantial1ybyincorporatingtheboundingoperationofthebranch－and－boundintothecomputingprocess  
Ofthefbrwarddynamicprogramm1ng．Thelowerboundoftheoptimalsolutionwhichbecomesnecessary  
inexecutionofthehybridalgorithmiscomputedbythemodi丘edenergy－StateaPPrOXimationwhichcanbe  
Obtainedbymodi＆ingpartial1ytheconventionalenergy－StateaPprOXimationinordertosatisfythelower  
boundcondition．Thiscomputationtoobtainthelowerboundsolutionisverysimplewithoutanydi用．cuト  
ties・AIso，inthispaper，WeprOpOSeSOmemethodsoflowerboundreinfbrcement七00btainamorereduction  

OfcomputationrequlrementSinthehybridalgorithm．   
The proposed hybridalgorithmis composed asthe accedingto alot ofadvantagesofdynamic pro－  

grammlngand the application to complicated nonlinearsystemsiseasy．At numericalexamples to the  

minirmlm－time－tO－Climbproblemsofthesupersonicaircraft，atypicalsolutionobtainedbythehybridalgo－  
rithmiseq11ivalenttothatofthesteepestdescentmethodwithinquantizationerrorsofO．7％．Thenumber  

OfcomputationrequlrementSOfthehybridalgorithmwhichisrequiredtoobtainoptimalsolutionsisequal  

toorlessthanlA％attheratiowithもhenumberofcomputationrequirementsintheconventionaldynamic  
PrOgrammlng．Thecomputingtimeisabout60secondsonacomputerwithspeedof20MIPSincludingl  

SeCOndofthecomputationofthelowerbound．AIso，Whenapplyingthismethodtotheproblemstohave  

Changedtheboundaryconditionsoftheorlglnalproblemvariouslytoexaminetherobustnessofthehybrid  

algorithm，thenumberofcomputationalrequlrementSOfthehybridalgorithmwasequaltoorlessthan2  
％ofthattoanyproblems．On七heotherhand，Whenusingastrengthenedlowerbound，thisnumberwas  

equaltoorlessthanl％．   
AIso，We aPPliedthehybridalgorithmtothesupersonicaircrafttohavechangedaerodynamicaldata  
Variouslyinordertoexaminetheinfhenceofthechangeoftheaerodynamicaldataofthesupersonicaircraft  
C？mprehensively・Asaresult，thattheoptimalpassundervariousconditionscouldbegeneratedunilyingly  

WithoutneedingskillwhenuslngthismethodwasconRrmed．   
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