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DEAにおける修正クロス効率値を用いた評価法  
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和文概要  DEAにおけるクロス効率億は，DMUの特徴付けやD効率的なDMUの順序付けなどのD効  

率値とは違う側面から効率性を評価することができる，本研究では，クロス効率値を適切に評価に利用するた  

めの理論的な枠組みを議論し，その具体的な方法を示す．まず，はじめに，クロス効率値における任意性の問  

題と不公平性の問題を解決するために，修正クロス効率値を示す．修正クロス効率値はクロス効率値の最小値  

と最大値を計算し，その中から何らかの適切な基準によって一つに決める効率億を表す．次に，一つに決める  

方法として7種類の基準（最小値，最大値，満足度，ウェイトの平均値，算術平均値，幾何平均値，調整済満  

足度）を示す、さらに，（修正）クロス効率値を用いた評価法として，7種数の評価法（平均クロス効率値，加  

重平均クロス効率低満足度，調整済満足度，幾何平均値，最大値，最小値）を示すt修正クロス効率値の特  

徴，一つに決める基準やクロス効率倍を用いた評価法に対する特徴について，比較・検討する，本研究で示し  

た方法や考察結果を利用することによって，クロス効率値を用いた評価を適切に行うことが期待できる．  

1． はじめに   

DEA（DataEnvelopmentAnalysis）は、CharneSetal．［3】によって、開発された多入力・多  

出力系システムにおける相対的な効率性評価法である1。一方、Sextonetal．［13】は、DEA  

における効率性を測定する別の方法としてクロス効率値（cross－e紀ciency）を提案している。  

クロス効率値は、対象DMUαのD効率値を求めた後、そのときに得られる最適ウェイトを  

用いて計算されるDMUjの効率値を表す0対象DMUaに対するウェイトv芸，u≡を用い  

て計算されるDMUJのクロス効率値侮は（1．1）式で示される。  

侮＝（ゴ＝1，・・・，m弧dα＝1，…，㍑）  （1・1）   

ズ∈月mX几，y∈月た×陀は入力、出力の値（ろ∈月m，℃∈点りまDMUブの入力、出力の  

値、℃α∈Rm，≠α∈見たはそれぞれ入力および出力に対するウェイトを表す。また、m，た，陀  

はそれぞれ入力、出力の項目数とDMUの数、aは対象DMUの番号を、Tは転置を表す。   

クロス効率値rljaはnxn行列のj行a列の要素となるクロス効率性行列（cross－efBciency  

matrix）として表すことができる2。自分にとって最も都合の良いウェイトによるD効率値  

はクロス効率性行列の対角要素になる（‘self－ratedemciency，と呼ばれる）。クロス効率性行  

1DEAについての詳細は、Charnesetal．［2］，刀根【16］を参照されたい。   
2s既tOne士α孟・［131は、対象DMUαを行に、ウェイトを用いてクロス効率値が計算されるDMlりを列に  
して、クロス効率性行列を記述している。しかし、本論文では2節で提案する修正クロス効率値の表記法と合  

わせるため、DMUjの添字を最初にする（Sextoneial．の表記法とは逆に記述する）。  
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列のj行に注目すると、そのDMUjが他のDMUによって、どのように評価されるかが分  

かる。クロス効率値はDMUの特徴を探ることやD効率的なDMUの順序付けなど、D効率  

値とは違う側面から効率性を評価することができるが、DMUの評価にクロス効率値を利用  

する場合には、注意が必要である。というのは、DEAの大きな特徴は「自分にとって最も  

都合良く評価する」ことだからである。そのように評価したい場合はD効率値を使うべき  

であり、クロス効率値は、「自分に都合の良い評価だけでなく、他からの評価も利用したい」  

と考える場合に用いるべきである。ただし、クロス効率性行列の対角要素はD効率値でも  

あり、利用方法に注意すれば、クロス効率値はD効率備に加えて、より多くの情報を含む一  
般的な効率値の表現方法ということがで普る¢   

ところで、Sex七One舌αり13］はクロス効率性行列を用いる際の問題点として、   

『対象DMU－がD効率的なとき、他のDMUのクロス効率値は任意である。対象とする   

DMUがD効率的なとき、DEAの定式化を行った線形計画問題は複数の最適解、すなわ   

ちウェイトの組み合わせは複数求められる可能性がある。つまり、D効率的なDMUに対   
して求められるウェイトはシンプレックス法で計算された最初に出てくる最適解に過ぎ   

ない。したがって、そのようにして求められた任意のウェイトを用いてクロス効率値が   

計算される結果、DMUの評価において全くの誤解を導く可能性があり得る。』   

という点を指摘し、ウェイトを一意に決める一つの方法として目標計画法を用いたモデルを  

提案している。これらの定式化では、ある特別な（実際の問題においてはほとんどあり得な  
い）場合を除凱ウェイトは一意に決まる。しかし、必ずしも一意に決まるとは限らないと  

いう問題点は解決されていない㌔偏差の和の最大化または最小化を目指すので、DMUに  

よっては不利な評価を受ける可能性もある。   

本研究では、まずはじめに、他のDMU●からの評価値として測定されるクロス効率値の  

特徴を生かしつつ、これらの問題点を解決する修正クロス効率値（modiaedcross－e伍ciency）  

を提案する。さらに、クロス効率値を評価に利用する際の基礎となる理論的な枠組みを作る  
ことを目的とする。以降、本論文の構成を示す。2節ではクロス効率値が一意に決まるとは  

限らない任意性の問題とDMUによっては不利な評価を受ける可能性のある不公平性の問題  

を解決するための考え方と修正クロス効率値の基本計算法および簡易計算法を示す［9j。3節  

では、その儀が範囲として定義される修正クロス効率値を一つに決める方法として、7通り  

の基準を示し、それぞれの方法の持つ特徴を明確にする【101。4節では、3節で求められるク  

ロス効率値を用いた評価法として、7通りの方法を示す。さらに3節で示した7通りの基準  

と組み合わせた計49通りの評価法を比較し、その特徴や利用法を検討する［叫。最後に、5  

節で結論と今後の課題を述べる4。   

2．修正クロス効率値の考え方とその計算法  

2．1．クロス効率値の問題点の解決   

クロス効率値は、（1碍1）式からも分かるように、DEA問題を解くことによって得られる最  
適ウェイトを用いて計算される。しかし、ウェイトを用いなくても直接、クロス効率値を求  
めることはできる。クロス効率値は、効率値の大きさだけが問題であり、どのようなウェイ  

トを用いて計算してもそのウェイトの大きさ自体は意味を持たない。ウェイトは対象DMU   

3詳しく軋批々木t91付録Aを参照されたい。   
4本論文は、批々木【9，10，叫をまとめた論文である。各節のさらに詳しい議論や数値例などを知りたい方  
は、各論文を参照されたい。これらの論文は著者に請求されれば、入手することが可能である。   
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以外のクロス効率値を計算するという手続き上、必要なだけだからである。何の基準もな  

しに、ウェイトの組み合わせを一意に決める（そのことにより効率値を計算する）ことは難  

しいが、効率値だけに注目し、その最大値と最小値を求め、範囲を限定することは容易であ  

る。最大値と最小値を求めた後で、一つの値に決めることによって、計算で任意に求められ  

たものではなく、しかも適切な評価基準を用いることで公平なクロス効率値になる。最大値  

と最小値を求めた時点で、クロス効率値を（ある値という意味ではないが）範囲として一意  

に決めることになる。また、それぞれのDMUのクロス効率値がとり得る範囲は、公平な評  

価をする基準化のためにも用いることができる。   

このようなクロス効率値は従来のものとは異なる考え方によって計算されるので、区別  

するために修正クロス効率値（modifiedcrossqefBciency）と呼ぶことにする。   

次に、クロス効率値を一意に決めるための従来の研究を示す。Orale壬αヱ．［12］は、R＆  

Dプロジェクトに対するモデルとして、二段階の評価モデル（と選択モデルの計三段階モデ  

ル）を示しており、一段階目の評価モデルとしてDEAモデルを利用している。そして、二  

段階目のモデルとして、クロス評価モデルを示している。このモデルは、Sextone壬αg．【131  

のクロス効率値を参照していないため、クロス評価モデル（Cross－EvaluationModel）と呼ば  

れている。Doyleetal．［4】は、個々のDMUのクロス効率値の最小値を求めるモデルとして  

targetedaggressionを示している。Sextonetal．［13］のaggressiveformulationをblanket  

aggressionと呼び、区別している。2．2節で示す修正クロス効率値の最大値を求めるモデル  

（MAX－MCEモデル）はOraletal．のモデル、最小値を求めるモデル（MIN－MCEモデル）は  

D町1ee壬αg．のモデルに対応する5。本研究で提案する修正クロス効率値を求めるモデルは  

クロス効率値のとり得る範囲を求めるので、これらのモデルを含む一般的なモデルである。  

さらに、これらの研究と異なる重要な点は、修正クロス効率値の計算にかかわる条件や方法  

などの詳しい手続きについても考察し、その利用法についても検討していることである。  

2．2．修正クロス効率値の基本計算法   

次の3ステップによって、DMUaを対象にしたときのDMUjの修正クロス効率値pj。  

の計算法を示す。   

【第1ステヅプ】   

対象DMUaのD効率値を求める。ここではCCRモデルを用いる。  

maximi2；e Oa（＝Paa）＝だua  

subjectto XFv。＝1  

y7「tムα一方Tγα≦0  

γα≧0  

‰α≧0  

（2．1）  

（2．2）  

（2．3）  

（2．4）  

（2．5）  

ここで、0芸（修正クロス効率値の表記法ではp：a）は対象DMUaのD効率値を示す。   

5修正クロス効率値はこれらの研究とは独立に行われたので、修正クロス効率値と呼ぶ［8，9】。また、修正  

クロス効率値の最大値や最小値は3節で示す7通りの基準の中でも特別な値を示すので、利用する際には注意  
が必要である。   
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【第2ステップ】   

ウェイトが一意に決まらない場合（現実的には、DMUαがD効率的なとき）6に限り、  

第3ステップへ進む。それ以外は、第1ステップで求められた最適ウェイト璃，祝言を用い  
て、DMUαを対象としたときのその他のDMU－ブ（ブ＝し．．，陀，ブ≠α）の修正クロス効率値  

砿を（2・6）式により求める0  

（ブ＝1，…，れand擁）  
〝芸α＝  

（2・6）  

【第3ステップ】   

第1ステップで求められたDMUaのD効率値0芸の値を保ちながら、DMUaを対象にし  

たときのその他のDMUb（b＝1，‥．，n，b≠a）の修正クロス効率値の最大値p慧をMAX－  

MCEモデルによって、最小値〃慧をMIN－MCEモデルによって求める。   

＜MAX－MCEモデル（最大値を求めるモデル）＞  

maxlmlZe ILa＝げub  
subjectto XFvb＝1  

‡7祝む－β芸・ズ£Ⅴも＝0  

ヴ勒－ギγb≦0，（ブ＝1，…，m，ブ≠α）  

勒≧0  

勒≧0  

（2．7）  

（2．8）  

（2．9）  

（2．10）  

（2．11）  

（2．12）  

＜MIN－MCEモデル（最小値を求めるモデル）＞  

mlnlmlZe ／↓た＝†ア勒  

subjectto （2．8）～（2．12）式  

（2．13）   

第1～3ステップをすべてのDMUα（α＝1，．．．，れ）について行い、修正クロス効率値を求  

める。次に、図1を用いて、最大値〃慧および最小値〃慧について、図解する。簡単のため、  

2入力1出力でDMUが6個の場合を用いて説明する。ただし、出力値はすべて1になるよう  

に入力値を調整する。図の見方として例えば、A点はDMUAの入力値を表す。   

図1はDMUEを対象にしたときのDMUDの修正クロス効率値を示す。DMUEをD効率  

的に保ちながらDMUβにとって最も都合の良いウェイトはB点とE点を結んだ直線に相当  

するウェイトである。そのときの効率値が最大値となる。一方、E点から右に伸ばした直線  

に相当するウェイトにおける効率値が最小値となる。DMUEを対象にしたときのDMUDの  

修正クロス効率値はこの範囲の値である。従来のクロス効率値はこの中の任意の値をとる。   

ところで、クロス効率値は対象DMUaのウェイトをある一つに固定して、他のDMUの  

効率値を計算している。それに対して、修正クロス効率値は対象DMUαのD効率値を固定  

して他のDMU毎に効率値（MAX－MCEモデルでは最大の効率値、MIN－MCEモデルでは   

6ccRモデルでは，スラックの値が0となる入出力項目の数が参照集合に含まれるDMUの数＋1より大き  
い場合である。スラックは（2．4），（2．5）式の双対解に、参照集合に含まれるDMUの数は（2・3）式の双対解の非ゼ  
ロの数に対応する。DEAにおけるウェイトの一意性に関する判定条件については批々木桝付録Bを参照され  
たい。   
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入力2  

入力1   

図1：修正クロス効率値の最大値と最小値  

最小の効率値）を線形計画問題を解くことによって求めるという違いがある0また、第2ス  

テップの条件で終了して求められる修正クロス効率値は一つの値に決まるが、これは従来の  

クロス効率値と同じである。  

2．3．修正クロス効率値の簡易計算法   

修正クロス効率値は2．2節で示した3ステップによって計算することができる。この3ス  

テップはある一つのDMUαを対象にしたときの計算法である。しかし、修正クロス効率値  

をすべてのDMUα（α＝1，…，m）について求めるならば、第1ステップと第2ステップを初  

めにすべて計算することによって，第3ステップは計算を簡易にすることができる。ここで、  

対象DMUをDMUhとし、第1ステップで求められる参照集合をEh（h＝1，…，n）、D効  

率的なDMUの集合をEとする。MAX－MCEモデルに関しては3つ、MIN－MCEモデルに  

対しては1つの簡易計算法を示す7。  

（A）MAX－MCEモデルに対する簡易計算法   

（Al）対象DMUaがその他のDMUbの参照集合Ebに含まれる（a∈Eb）とき、その  

DMUbの修正クロス効率値の最大値p紆はDMUbのD効率値0芸と同じ（p紆＝0芸）  

になる。これは、DMUわがD非効率的な場合に適用される。   

（A2）DMUbがD効率的（0岩＝1）で、しかもその他のDMUhの参照集合Ehの中に対象  

とするDMUaとDMUbを両方とも含むもの（（b，a）∈昂l（h＝1，．．．，n））が一つ  

でも存在するとき、そのDMUぁの修正クロス効率値の最大値〃紆は1（〝紆＝1）に  

なる。これは、DMUbがD効率的な場合に適用される。   

（A3）第3ステップの（2．10）式はDMUbの参照集合Ebのうち、対象DMUa以外のもの  

（ブ∈筏，ブ≠α）だけで良い。  

（B）MIN－MCEモデルに対する簡易計算法   

（Bl）第3ステップの（2．10）式はD効率的なDMUの集合Eのうち、対象DMUa以外の  

もの（プ∈β，ブ≠α）だけで良い。  

7証明は枇々木［9】2．3節を参照されたい。   
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3．修正クロス効率値を一つに決める方法   

修正クロス効率値は範囲として求めた後で、何かの適切な基準をもとにして一つの値に  

決めるものである。そこで、ここでは修正クロス効率値を一つに決める方法として、2節の  

計算法から求めることができる3通りの方法（基準）と線形計画問題を解いたときに最適解の  

候補として求められるすべてのウェイト解の情報を利用した4通りの方法（基準）を示す。   

ところで、ウェイトが一意に決まらない結果、クロス効率値が一意に決まらないのは現  

実的にはD効率的なDMUの場合だけである。そこで、3節以降は記述の煩雑さを避けるた  

めにD効率的なDMUのみを対象にする。  

3．1．最大値と最小値を用いた基準   

以下に3通りの基準を示す。属はD効率的なDMUの集合を表す。  

（1）クロス効率値の最大値塙を用いる方法  

墟＝〃諾，（ブ＝1，…，れandα∈β）  
（3・1）   

この基準は、他の（D効率的な）DMUaからの評価を最大にするように（評価されるDMU  

にとっては、最も都合良く考えて）、評価する場合に有効である。  

（2）クロス効 

疲＝堵，（ブ＝1，…，mandα∈均  （3・2）   

この基準は、他の（D効率的な）DMUaからの評価を最小にするように（評価されるDMU  

にとっては、最も都合悪く考えて）、評価する場合に有効である。  

（3）満足度を同じにするクロス効率値域を用いる方法8   

最大値ならば、これ以上でとり得る良い値はないので最も満足と、また、最小値ならば、  

これ以下でとり得る悪い値はないので、最も不満足と考える。これを基準にして、満足度  

範α（棍）を考えると、それは（3・3）式で表せる。  

一・′t」  

屯α（鳩）＝  ，（ノ＝1，…，円弧dα∈β）  （3．3）   
りエ∴－り．；：∫、  

この満足度範。（鳩）の値を決める（与える）ことによって、修正クロス効率値の範囲の中  

からある一つの値域を決めることができる0与えられた満足度を鴫とすると、そのとき  

のクロス効率値鳩は（3・4）式で与えられる0  

棍＝疲＋（櫨一墟）・硯，（ブ＝1，…，m，α∈β）  （3・4）   

この基準は、他の（D効率的な）DMUαからの評価を最大値や最小値という極端な値で  

はなく、その中間的な評価を表す満足度という点を考慮したい場合に有効である。   

8従来の任意に求められるクロス効率値と修正クロス効率値を明確に分けるために、前者を伽、後者を伽  
と記述していた。しかし、これらの問題は（1），（2）のように修正クロス効率値の最大値と最小値の記号を定義  

することによって、見分けることができると考え、クロス効率値の記号を勒αに統一する0   
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3．2．最適解の候補として求められるウェイト解を利用した基準   

対象DMUaが効率的な場合、DEAの問題は次の条件を満たす。  

だ‰α 

ヴ髄。－ギuα≦0，（ブ∈β）   

（3．5），（3．6）式を満たすウェイトの組み合わせは無数に考えられる。通常のシンプレックス  

法のプログラムで求められる最適解（ウェイト）は、端点として求められる最適基底解の一つ  

に過ぎない。そのために、出てくる解は任意性の問題を持つのである。そこで、（3．5），（3．6）  

式を満たす端点をすべて求める、つまり、最適解を与える多面体上の端点をすべて列挙し、  

それらの情報を用いることによって、修正クロス効率値を一つに決めるということを考え  

る。すべての端点（最適ウェイト解の候補）を利用することで、3．1節の最小値、最大値のみ  

の情報よりも詳しい情報に基づいて、DMUのクロス効率性を評価することができる。ここ  

では、Fhkuda［5，6］のプログラム（cdd．c9）を利用して、端点をすべて求める（列挙する）。   

対象DMUが効率的と評価され、ウェイトの組み合わせを求めるとき、通常の線形計画  

法のプログラムでは一つの端点解（最適基底解）しか得られない。そこで、ここでは簡単化  

のために、どの端点も解として得られる可能性（確率）をすべて同じとして、基準を考えて  

みる。   

効率的なDMUαを対象にしたときに得られる端点の数を〃α、そのときのウェイトを  

塘），≠㌘）（β＝1，…，凡）とする。このとき、端点毎に求められるウェイトを用いて計算し  

たクロス効率値卿ま（3・7）式で求めることができる0  

＝  ，（j＝1，…，れandβ＝1，…，〃ふ）  （3．7）  

ここでは修正クロス効率値を一つに決めるための基準として、次の4つの方法を示す。  

（1）ウェイトの平均値を用いてクロス効率値域を計算する方法   

ウェイトの平均値否扇面γαは（3．8），（3．9）式で求めることができる。  

） γぬ＝γ！三，（可…，mandα∈β）  

叫α＝肌＝1∴たandα∈β）   

これらを用いて、クロス効率値堵を（3・10）式で求める。  

（ブ＝1，…，mandα∈句  
濃＝纂7  

（2）クロス効率値の算術平均値墟を用いる方法  

（3・7）式で計算されるクロス効率値粛の算術平均値鳩を（3・11）式で計算する。  

墟＝飢＝1，…，托andα∈句   

（3．8）  

（3．9）  

（3．10）  

（3．11）   

9cdd・Cは、フリーソフトウェアで、f七P・ePfl．ch（128・178．139．3）［directory：incoming／dna］から  

anonymousftpで入手することができる。  
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（3）クロス効率値の幾何平均値鳩を用いる方法  

（3・7）式で計算されるクロス効率値粛の幾何平均値鳩を（3，12）式で計算する。  

（3．12）  

（4）調整済満足度を同じにするクロス効率値域を用いる方法   

DEAの問題を解いたときにどこかの端点解が求められるということを考えた場合、（3．3）  

式の満足度を用いることが必ずしも良いとは限らない。なぜならば、あるDMUによっては  

とり得る最大値付近に端点が多いかもしれないし、逆の場合もあり得るからである。そこ  

で、端点の情報をすべて利用した調整済満足度という考え方を導入する。各端点毎のクロス  

効率値粛を小さい順に並べたものの楢目の値を房αとする。そのとき、クロス効率値域  

の調整済満足度ん（鳩）を（3・13）式で定義する0  

哺－－′ふ∫、  
以鳩）＝読了・〈   ≦鳩≦拙＝1 小1）〉，（房α ，…，凡一小3・13）   

棍1叩房α  

この調整済満足度ん（鳩）の値を決める（与える）ことによって、修正クロス効率値の範  

囲の中からある一つの値鳩を決めることができる。与えられた調整済満足度を拐とする  

と、そのときのクロス効率値域は（3。14）式で与えられる0  

≦新品） （3・14）  鳩＝（（凡－1）錮－1）〉・（好雄＋り与α，（宗  
ここで示した4つの基準は、他の（D効率的な）DMUαからの評価を最大値や最小値という  

情報だけでなく、とり得る値をなるべく使って中間的な評価をしたい場合に有効である10。  

3．3．一つの値に決められた修正クロス効率値の特徴   

次に、様々な方法で一つの値に決められた修正クロス効率値の特徴をまとめる。   

1．調整済満足度が0．5に対するクロス効率値は、その中央値と一致する。  

2．一般的に算術平均値は幾何平均値よりも大きいが、変動係数（または、標準偏差）が大き   

いと、算術平均値に比べて幾何平均値の小さくなる度合いも大きくなっている。ばらつ   

きも考慮してクロス効率値を求めるならば、算術平均値よりも幾何平均値の方が良い。  

3．調整済満足度が0．5の場合は、盃度が正ならば、クロス効率値の算術平均値の方が中央値  

（調整済満足度による値）よりも大きく、負ならば、その逆の傾向が見られる。   

さらに、各方法の特徴をより明らかにするために、クラスター分析（ウォード法）を行っ  

た結果のデンドログラム（樹系図）を図2に示す11。非類似度には1から相関係数を引いた  

値を用いる。  

10厳密に考えれば、（3．5），（3．6）式を満たす嶺域の情報（多次元の体積など）を使うべきだが、これは非常に難  

しく、端点になる最適解を使い、中間的な評価を行うのは、必然性があるというよりも、簡便性に重きを置い  
ているためである。4つの方法は簡便に評価をするための様々な方法を示したもので、必ずしもこの4つに限  
られるわけではない。  

11刀根【15］の図書館データの一部（東京23区中、人口の少ない順に11区）による5入力2出力のCCRモデル  
の結果である。   

Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



237  βE4における修正クロス効率値  

0．0 0．05  0．15  0．25  

最小値  

最大値  

調整済満足度  

満足度   

ウェイトの平均  

幾何平均  

算術平均  

図2：クラスター分析（ウォード法）による各方法の分類  

4・ウェイトの平均値を使ったクロス効率値酵は、算術平均値よりも幾何平均値に近い値を   

取る。  

5．D効率的なDMUでは、0．5の満足度、ウェイトの平均値、算術平均値、幾何平均値に比   

べて、調整済満足度によるクロス効率値（中央値）は大きく離れた値になる。これは、盃   

度の絶対値が大きいと、満足度と調整済満足度との間に差が出やすいためである。  

6．盃度が負の値をはとんど取っていると、最大値と調整済満足度（0．5の値）が近い値を取り   

やすくなる。  

7．最小値は、他の値に比べて、大きく離れている。値自体も離れているが、変動の大きさ   

も違うことが分かる。  

これらの特徴から、基準の選択方法を以下に示す。  

（a）極端な値を重視したい場合には、最小値または最大値を選択する。  

（b）とり得る範囲を重視したい場合には、満足度による値を選択する。  

（c）普通に平均的な倍を重視したい場合には、算術平均値を選択する。  

（d）平均的な値とともに各値のばらつきも考慮したい場合には、幾何平均値、ウェイト  

の平均値を選択する。  

（e）とり得る各値を重視したい場合には、調整済満足度による値を選択する。  

（f）平均的な値を重視したいが、満足度や調整済満足度のような基準も含みたい場合に  

は、満足度や調整済満足度が0．5になる値を選択する（調整済満足度は中央値になる）。   

大きく分けると、（a）の極端な値と、それ以外の中間的な値を用いる方法があるが、状  

況（評価基準）を考えて選択することにより、得られる評価結果を有効に用いることができ  

ると考えられる。また、すべての基準で評価し、それらを比べることによって、DMUを特  

徴づけることもできる。他のケースでも、全体的に見れば、ほぼ同じように特徴付けられる  

と思われるが、各ケース毎に考察は必要である。また、Oralefαg．【12］やDqyleefαg．【4】の   
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モデルで決められるクロス効率値は、極端な値（最大値、最小値）を重視したい場合に相当  

するが、図2から、本研究で示した他の基準とはDMUの評価の際に、かなり異なる影響を  

及ぼすことが分かる。   

4．クロス効率値を用いた評価法   

クロス効率値竹α（ブ＝1，…，れandα＝1，…，乃）を用いて各DMUの評価をする場合、  

その一つのケースとして（4・1）式に示す平均クロス効率値和（ブ＝1，・．・，れ）が使われてい  

る［13］。  

e 
和＝烹恥（ブ＝1，・・・，m）  （4・1）   

ここで、e君＝（1，・‥，1）∈丹1勒＝（恥…，伽）r∈月れである0和は、DMUαを対  

象にしたときのウェイトで計算されるDMUブのクロス効率値を用いて、平均的に（自分も  

含めて）他からどのように評価されているかを示す。そこで、クロス効率値を用いた評価を  

詳しく議論するために、平均クロス効率値以外の方法として、加重平均クロス効率値による  

評価法、満足度による評価法（満足度、調整済満足度）、その他の評価法（幾何平均値、最大  

値、最小値）を示し、平均クロス効率値も含めて比較・検討する。  

4．1．加重平均クロス効率値による評価法   

平均クロス効率値はDMUJのクロス効率値を同じ重み、つまりすべて上の重みを掛け rl  
て求められる。これを一般化して、（4．2）式に示すぴ＝（勘，…，∽れ）rの重みを掛けた加重  

平均クロス効率値蝶により、DMUを評価する方法を示す0  

ぜ＝材町（ブ＝1，…，れ）  （4・2）   

重みⅧを決める方法として、効率値最大化法を示す。効率値最大化法は、クロス効率備  

により評価を行うDMU（対象DMUa）に付ける重みwをできるだけ自分に都合良く決める  

方法、つまり、DMUそれぞれの加重平均クロス効率値ができるだけ大きくなるように決め  

る方法である0単純な平均では他のDMUから付けられた評価をすべて同じく扱う（三倍す  

る）のに対し、この方法は各DMUの意思を重みぴに反映させることができる。これは次の  

多目的計画問題MOLP－CEとして定式化できる。ただし、重みひの合計は1という制約  

を置く（一般性を失うことはない）。   

【MOLP－CE】  

maxlmlZe YITw，（j＝1，…，n）  （4・3）  

subjectto e：w＝1  （4・4）  

ぴ＞0  （4．5）   

この多目的計画問題の単一目的関数化（スカラー化）手法によるアプローチには、様々な  

ものが考えられるが、ここでは条件付き等加重平均効率値最大化法を示す12。この方法は、  

12乃個の目的関数に適当な重み係数αブ＞0（j＝1，…，乃）を掛け合わせて問題を単一目的関数にして解く方  
れ  

法も考えられる（加重平均効率値最大化法と呼ぶ）。この間題の解は∑αj・伽， （α＝1，…，m）の中の最大値  
j＝1  

を持つDMUαに対するぴαが1となる。   
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目的関数をすべて同じ重みで加算し、さらに重みぴ。を加重平均クロス効率値（各DMUに対  

する評価値）に依存して決めるという条件を付ける（問題WNLP－CEの中の（4．7）式に対応  

する）方法である。これは、DMUに対する評価を重みに反映させることによって多目的に対  

して妥協（合意）する一つの方法（基準）と考えることができる。これは次の間題WNLP－CE  

に定式化できる。  

【wNIJP－CE】  

maximil;e eTHw m  

Subjectto Hw＝入w  
e冨び＝1  

ぴ＞0  

（4．6）  

（4．7）  

（4．8）  

（4．9）   

ここで、ガはクロス効率性行列を表す。この方法は杉山ら【14】の固有ベクトルからDMU  

の重要度を計算する方法と等価である。（4．7）式を行列ガに対する固有借間題として考え  

ると、入は固有値を表す0さらに、（4・7）式に左からe芝を掛け、（4．8）式の条件を加えると  

（4．10）式が導かれる。  

e言方w＝入e芝び＝入  

（4．10）式を用いると、問題WNIJP－CEの目的関数は、  

max 入  

（4・10）  

（4．11）  

となり、加重平均クロス効率値を求めるのに用いる重みは、（4．8）式の条件のもとで（4．7）式  

に示す固有値問題を解いたときに得られる最大固有値に対する最大固有ベクトルぴ＊とし  

て求めることができるo H≧0であるので、ペロン・フロペニウス（Perron－Fh）benius）の定  

理より、（4．9）式の条件（制約式）は満たされる。そして、求められた加重平均クロス効率値  

ベクトルガぴ＊は、（4．7）式より入び＊となる。したがって、各DMUの加重平均クロス効率  

値を最大にする多目的計画問題MOLP－CEを条件付き等加重平均効率値最大化法で（問題  

WNLP－CEに置き換えて）解く方法は、杉山ら［14】の固有ベクトルからDMUの重要度を  

計算する方法に相応すると解釈できる。逆に言えば、固有ベクトルによってDMUの重要度  

を算出するのは、その背後にこれらの考え方が潜んでいると考えることができ、このような  

場合にこの評価方法は有効に機能すると考えられる。  

4．2．満足度を用いた評価法  

（1）満足度均等化法による評価法   

クロス効率値の最大値で評価されれば、これ以上でとり得る良い値はないので最も満足  

と、最小値で評価されれば、これ以下でとり得る悪い値はないので、最も不満足と考えるな  

らば、次に示す評価値毎（ぜ）はとり得る値を基準にして0から1の値をとる満足度と考える  

ことができる。  

↑げ－†Jノ  

範（ぜ）＝   ，（ブ＝1，．‥，m）  （4．12）   
げ一府  

これは、最大値酵と最小値暗を用いて各DMUの満足度を同じにするクロス効率値を  

評価値として用いる方法である0この満足度屯（ぜ）の値を決める（与える）ことによって、ク   

Copyright © by ORSJ. Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



枇々木  24♂   

ロス効率値の評価値ぜを決めることができる0与えられた満足度をギとすると、そのとき  

の評価値ぜは（4・13）式で与えられる0  

ぜ＝針（好一暗）＋姑（ブ＝1，…，m）  （4・13）  

（2）調整済満足度均等化法による評価法   

満足度均等化法はクロス効率値の最大値と最小値を直線で結んだ関数を評価関数として  

想定している0しかし、DMU■ゴの各クロス効率値を評価値として満足度に直し（基準化し）、  

それらを小さい順に並べ、折れ線グラフにすると必ずしも直線にはなっていない。そこで、  

3．2節で示した調整済満足度の考え方を導入し、DMUの各クロス効率値を反映した評価関数  

に依存する満足度を同じにする方法を考える。クロス効率値として得られた値をそれぞれ評  

価値に反映させるために、各DMU毎に（4・14）式に示す評価関数以酵）を定義する。  

一
 
 ノ

i
 
 

l
ノ
 
 
 

1 以好）＝㌃1   ，（房≦好≦軒1，g＝1 ，…，m－1）（4・14）   れ
～
里
 
 

l
 
 
＋
 
 

∫
″
 
 

ここで、刺ま伽（α＝1，…，几）を小さい順に並べたた番目の値であり、  

暗＝房≦頑≦…≦酵‾‾1≦酵＝材  

となる0そして、この評価関数として得られた値以好）を調整済満足度とする。   

この調整済満足度嶽酵）の値を決める（与える）ことによって、クロス効率値による評価  

値好を決めることができる0与えられた調整済満足度をげとすると、そのときの評価値  

蝶は（4・15）式で与えられる。   

鵜（（㍑一昭雄一1））・（軒か房，（崇 ≦郎よ） （4・15）   

この方法は、他のDMUが評価した値の範囲（最大値と最小値の間）の中で、その中間的  

な評価を表す満足度、もしくは調整済満足度という点を考慮したい場合に有効である。  

4．3。その他の評価法  

（1）幾何平均値による評価法   

幾何平均値ぜは、（4・16）式で計算できる0  

（4．16）   

この評価方法は、他のDMUからの評価のばらつきも考慮して、平均的な評価をする場  
合に有効である。  

（2）最大値による評価法   

最大値酌ま（4・17）式で示すことができる0  

好＝讐Ⅹ伽，（ブ＝1，…，m）  （4・17）   

この評価方法は、他のDMUからの評価の中で最も良く評価してくれるDMUの評価を  
用いる場合に有効である。クロス効率値の最大値はD効率値と一致するため、最大値によ  
る評価法は通常のDEAによる評価を表す。   
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（3）最小値による評価法   

最小値潜ま（4・18）式で示すことができる。  

暗＝聖nγわα，（ブ＝1，…，れ）  （4・18）   

この評価方法は、他のDMUからの評価の中で最も悪く評価するDMUの評価を用いる  

場合に有効である。  

4．4．クロス効率値を用いた評価法の特徴   

修正クロス効率値を一つに決める7種類の基準とクロス効率値の7種類の評価法の組み  

合わせによる49種類の評価法に対して、クラスター分析（ウォード法）を行った結果のデン  
ドログラム（樹系図）を図3に示す13。非類似度を表す値として、1から相関係数を引いた値  
を用いる。  
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組み合わせを  クロス効率値の評価方法  

表す記号の意味       最小値  最大値  満足度  算術平均  幾何平均  条件平均  調整満足  

（－L）  （－U）  （－S）  （－A）   （一G）   （－E）   （－R）   

修  最小値 （L）  Ⅰ√L  Ⅰ′U  Ⅰ′S  しA   LG   Ⅰ′E   L－R   

正  最大値 （U一）  U－L  U－U  U－S  U－A   U－G   U－E   U－R   

ク  満足度 （S一）  S－L  S－U －  S－S  S－A   S－G   S－E   SR   
lコ  ウェイト（Wt）  W－L  W－U  W－S  W－A  W－G  W－E  W－R   

ス  算術平均（A－）  A＿L  A－U  A－S  A－A   AIG   A－E   A＿R   

基  幾何平均（G－）  G－L  G－U  G－S  G－A  G－G   G－E   G－R   

準  調整満足（Rr）  RrL  RrU  RTS  RrA   R，G   RrE   RJR  

図3‥クラスター分析（ウォード法）による各方法の分類  

これらから分かる特徴をまとめる。ここで、クラスター分析は相関係数によって分類さ  

れているため、評価値そのものではなく、各種方法の変動の仕方によって分類されているこ  

とを確認しておく。  

13入出力データなどは、3．3節と同じである。   
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1・クロス効率億の評価法として、最小値（－L）、最大値（－U）を用いると（D効率的なDMUが   

全体の約27％であるため）、どの基準を使って修正クロス効率値を一つに決めてもはとん   

ど変わらない。また、満足度トS）、調整済満足度（－R）もそれぞれ0．5の場合には、一部を   

除きはとんど変わらないことが分かる。これは、修正クロス効率値を決める基準はD効   

率的なDMUに対してのみ影響するからである。  

2．修正クロス効率値を決める基準として最小値、最大値を使うと、クロス効率値による評   

価法として、算術平均値、幾何平均値、条件付き等加重平均値という平均値をとるもの   
はほとんど変わらない。また、調整済満足度も0．5のときは中央値になるので、同様の結   

果になる。  

3．クロス効率値の評価法として、算術平均値と条件付き等加重平均値が似た変動をしている。   

これらの鱒微から、次のように評価方法を選択することができる。  

（a）極端な値を重視したい場合には、最小値または最大値を選択する。  

（b）とり得る範囲を重視したい場合には、満足度による値を選択する。  

（c）普通に平均的な値を重視したい場合には、算術平均値、条件付き等加重平均値を選  

択する。  

（d）平均的な値とともに各値のばらつきも考慮したい場合には、幾何平均値を選択する。  

（e）とり得る各値を重視したい場合には、調整済満足度による値を選択する。  

（f）平均的な値を重視したいが、満足度や調整済満足度のような基準も含みたい場合に  

は、満足度や調整済満足度が0．5になる値を選択する（調整済満足度は中央値になる）。  

大きく分けると、（a）の極端な値と、それ以外の中間的な値を用いる方法があるが、状  

況（評価方法）を考えて選択することにより、得られる評価結果を有効に用いることができ  

ると考えられる。また、すべての評価方法による結果を比べることによって、DMUを特徴  

づけることもできる。   

他のケースでも、全体的に見れば、ほぼ同じように特徴付けられると思われるが、各ケー  

ス毎に考察は必要である。   

5．おわりに   

DEAにおいて他のDMUからの評価値であるクロス効率備における任意性の問題と不公  

平性の問題に対し、提案した修正クロス効率値を用いることによって、これらの問題点が解  

決できることを示した。クロス効率値を範囲で求めた後に、何らかの適切な基準を用いて  

一つの備に決めることによって、これらの問題を解決しようというのが基本的な考え方であ  

る。それと同時に、範囲の大きさを直接、DMUの特徴付けに利用することもできる。   

ところで、範囲を求めるという考え方はDEAにおける他の問題へも広く応用できる。  

Bousso丘aneetal．［1］は、仮想入出力値14を用いたDMUの特徴付けを提案している0 しか  

し、DMUがD効率的な場合、これらの仮想入出力値もウェイトやクロス効率値と同様に、  

一意に決まるとは限らず、特徴付けを適切にすることができない可能性があるという問題点  

がある。そこで、福川ら【7】は仮想入出力値の最大値と最小値をそれぞれ求めることによっ  

てこの間題点を解決し、適切な特徴付けの方法を示している。これは、範囲を求めるという  

考え方に基づく応用研究の一つである。  

14仮想入力（出力）億とは、入力（出力）値にウェイトを掛けたもので、Ⅹij・γiα（羊j・町α）のことである0   
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次に、D効率的なDMUの修正クロス効率値は範囲を持つことになるが、その中で一つ  

の値に決める7種類の基準を示した。修正クロス効率値の持つ範囲の中から一つの値を決め  

る基準（方法）については、最大値、最小値以外の方法として、満足度や最適ウェイトとして  

とり得るすべての端点を列挙し、それらの情報を用いた基準を示した。修正クロス効率値は  

ウェイトのすべての組み合わせを決めることは難しいということから提案されたものであ  

る。もちろん、ウェイトの組み合わせは無数に存在するが、その端点として求められる最適  

基底解（ウェイト）を修正クロス効率備に利用することは、その有用性を一層高めるものと  

して期待できる。実際に端点解として得られるウェイトを簡単に（手軽に）すべて求めるこ  

とは難しいと考えていたが、Fukuda［5，6］のプログラム（cdd．c）を利用すれば、容易に可能  

である。ところで、一つに決める様々な基準を示したが、その中から何を選択するかは、3  

節で議論したように、その特徴に合わせて決めることになる。   

さらに、クロス効率値を用いた評価法についても考察した。平均クロス効率値（算術平均  

値）以外のクロス効率値による評価法として、加重平均クロス効率値、満足度、調整済満足  

度、幾何平均値、最大値、最小値による方法を示した。特に、条件付き等加重平均クロス効  

率値によるDMUの評価方法が杉山ら［14］が提案している固有ベクトルからDMUの重要度  

を計算する方法と等価であることを示し、杉山らの方法の意味付けを与えることもできた。  

そして、クラスター分析などにより、各方法の特徴について比較・検討した。各方法の中か  

ら何を選択するかは、4節で議論したように、その特徴に合わせて決めることになる。   

3節の修正クロス効率値を一つに決める方法はクロス効率性行列の作成方法のため、4節の  

クロス効率値を用いた評価法はクロス効率値を一つの評価データ行列と見なした（他のDMU  

による評価基準を使った多基準決定問題と考えた）評価法のための方法論である。方法論と  

して柔軟になればなるほど（自由度が増えれば増えるほど）、その使い方を考えなければなら  

なくなる。そのためにも、様々な数値例に対して分析することによって、本論文で示した修  

正クロス効率値を一つに決める基準やクロス効率値による評価法の有用性をより明らかに  

することが今後取り組むべき課題である。   

また、DMUを評価する場合の解の候補がDMUの効率値に関する詳しい情報を与える可  

能性があることの研究も行われている15。刀根［15］のデータを用いた数値例では、D効率  

的な3DMUを含む11DMUに対して解の候補は30個であったが、クロス効率値に比べて、  

解の候補が膨大になる可能性が生じるデメリットもある。そのため、解の候補が少ない場  

合には、DMUの特徴をより詳しく分かるというメリットを簡単に享受できるが、解の候補  

数が膨大な場合には、DMUの評価においてクロス効率値を用いる意味は十分に大きい16。  

評価に対する解の候補の利用可能性についても、今後詳しく議論する必要がある。  
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本研究を行うのに際し、DoubleDescription法のプログラム（cdd．c）を利用させていた  

だいた福田公明先生に感謝いたします。  

15解の候補とは、どれか一つのDMUがD効率的と判定される（端点解として求められる）ウェイトの組み合  
わせによって計算された（クロス）効率値のことである。あるDMtJを対象にしたときのクロス効率値はこの中  

に必ず含まれ卑ため、解の候補と呼ぶ。  

1623区全部のデータを用いる場合でも、D効率的なDMUは7個であり、解の候補は62個で済む。DMUの  
数が多くなれば、D効率的なDMUが多くなり、それにつれて、解の候補も多くなると予想できる。通常の場  
合は、D効率的なDMUはD非効率的なDMUに比べて少ないので、この程度のDMUの数では膨大になる可  

能性はかなり少ないと考えられる0この数億例を用いた基礎的な研究が枇々木【11］によって行われている。   
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ABSTRACT   

EVALUATIONTECHNIQUESWITHAMODIFIED CROSS－EFFICIENCY  

IN DEA  

Norio Hibiki  
∬eわ抽i〃erβ軸  

Thecross－e伍ciencymeasureinDEAcanbeusedasanotherwayofaddresslngtheissueofe伍ciency，  

SuChascharacterizingDMUsandorderingefncientDMUs．Inthispaper，atheoreticalframeworkto11Se  

the cross－e用・Ciency meas11re prOperlyfor evaluating DMUsis discussed and many usefu1techniques are  

PrOpOSed．   

Fir＄t，aneWefnciencymeasTeforcross－eValuation，Cal1edamodifiedcross－efRciency（MCE），isproposed  

in ordertosoIveboth arbitrarlneSSandinequalityproblemsrelatedtothecross－efRciency．TheMCEis  

definedasoneefnciencyscoreintherange，decidedun1quelyandfairlybyuslnganaPprOpria七ecriterion，  

afterminimumandmaximumvaluesofcros＄pe伍cienciesarecomputed．   

Second，SeVenW甲SOfsettingcriteriatodecideaspecificandauniquevalueareshown，SuChas（a）a  

minimumandamaxlrrlumValue，（b）asatisfactionandana4justedsatisfactionvaluewhichdegreesofDMUs  

areequa11yachieved，（c）avaluecomputedusinganaverageofmultipliersasverticesofDEAsolutions，（d）  

anarithmeticandageometricmean．   

Moreover，SeVenteChniquestoevaluateDMUsusingtheMCEareshown，SuChas（a）anarithmetic，a  

geometric，andaconditionalweightedmeanofspecific（uniquelydecided）MCE，（b）asatisfactionandan  

a句ustedsatisfactionvaluewhichdegreesofDMUsareequallyachieved，（c）aminirmlmandamaximum  

value．   

ThecharacteristicsoftheMCEisdisc11SSedwithnumericalexamples．Moreover，SeVenCriteriatodecide  

aun1que SCOre，and seven evaluation techniques are compared and discussed with the same examPles．  

VariouscriteriaandtechniquesrelatedtotheMCEandthenumericalres111tscanhelptoevaluateDMUs  
appropriatelyinthesenseofcross－eValuation．   
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