
対話型多目的計画法一方法と応用

中山弘隆
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1. 多目的(多次元評価〉問題

学生が就職先を決めるさし、，おそらく給料だけでは決

めないであろう.結婚相手を決めるときに相手の容貌だ

けで決める人はまずいるまい.このように何かを決める

とき，つまり意思決定にさいしては，いくつもの評価指

標を考慮に入れる場合が普通である.

Xを代替案の集合とし，/1o...，lmを評価指標とする.

このとき，伝統的数理計画法では評価指標のうちの l つ

を目的関数にとり，他を制約関数とし，これらの制約関

数がある値以下になるような代替案のなかで目的関数を

最大化するものを見出すというものであった.すなわち，

数学的には次のように定式化される.

【問題 SOP 】

Max 11 (X) 
subject to I;(x) 孟 bi

XEX  

i=2,..., m 

たとえば，株などに分散投資をするさい， t 、くつかあ

る株式にどのような割合で投資をすればよ L 、かが問題と

なるが，最も代表的な評価指標は期待収益とリスクであ

る.いま，なんらかの方法でこのような評価指標が定量

化できるものとし， /1: 期待収益， 12: リスクとしよう.

Xを市場制約や予算制約で定まる実行可能集合とすると

き， リスクをある値b2以下に抑えて，期待収益を最大に

しようとするならばこれはまさしく通常の数理計画問題

SOP の I つとなる.このような問題では関数形 110 12 

ゃんおよび集合Xが与えられれば対応する解はすでに陰

伏的に定まり，あとはそのような解をどうやって求める

かが関心事になる.従来の数理計画法の研究が解法主導

型でなされてきたゆえんで、ある.しかし，実際の意思決

定の立場からは，解を規定する関数形 110 12 ゃんおよび

集合Xを定めることも非常に重要となる.これらはモデ

リングと呼ばれ，意思決定の重要な 1 つの要素である.

ここで、は，数理計画の問題として関数形 fしんおよび集
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合Xが比較的容易に定められる場合を考えることにす

る.このようなときでも ， b2 のとりかたはそれほど自明

には定まらない.

最初与えたb2の値はそれほど厳密なものではないか

ら，その結果得られる最大期待収益の値を見て適宜変更

される.市場制約のように，変更不可能な制約をハード

制約， リスクや予算制約のように変更可能な制約のこと

をソフト制約という.モデリングでは確定できないさま

ざまな要因をソフト制約の中のパラメータに反映させる

ことによって，数理計画法がある程度しなやかに対応で

きるようにされている.したがって，意思決定を取りま

くさまざまな環境の変化や価値観の変化にしなやかに対

応できるようにするには，単に与えられた問題に対する

解を求めるだけでなく，意思決定者が自分の望ましいと

思う解を容易に得られるようにソフト制約のパラメータ

を定めることも重要となる.数理計画法の中ではこれら

のことはポストオプティマリティ分析(感度解析，パラ

メータ分析)と呼ばれている.

さきに示した例のような問題の定式化では通常， リス

クは許される限度ギリギリまで大きくする方が期待収益

は大きくなる.つまり期待収益のほうは問題を解いて解

を得るまでその値が分からない.もともと望んでいた水

準に達している場合もあればそうでない場合もある.通

常は，ポストオプティマリティ分析によって，制約のな

かにある許容リスクのレベルを望ましい期待収益が得ら

れるようになるまで変更する.しかし，もし期待収益の

保証の方が大事であるなら，期待収益の方を制約にして，

リスク最小化として問題を定式化した方が効率がよい.

つまり，もともとは期待収益もリスクも同レベルの評価

指標であったことを思い出せば，どちらかを目的関数，

他方を制約とするのではなく，これらを同一レベルで考

慮できるようにする方がよい.ソフト制約の多くは目的

関数と同一レベルで考察できるものが多いからこれらを

すべて目的関数として定式化し，それらを同時に考察し

て，全体のパランスを計ろうとするのが多目的計画法で

ある.
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【例】

I.プレンディング…原材料を最

終製品の種々の希望特性に合うよう

適切に混合する.

(1)飼料

原材料…トウモロコシ，魚粉，

雑穀類等

評価指標…コスト，栄養価(炭

水化物，タンパク質，脂肪，

灰分等)，原材料の在庫量等

最終製品…種々の家畜飼料

(ニワトリ，豚，牛，犬，猫

等)

(2) プラスティック成型材

原材料…アルミニウム酸化物，ケイ素酸化物，カ

ルシウム酸化物等

評価指標…コスト，耐酸性，耐アルカリ性，耐水

性，融点，熱伝導率等
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(i) 実行可能集合が非凸な場合 (ii) 実行可能集合が凸な場合

図2.1 加重和によるスカラー化では適切な重みが存在しない例

最終製品…パスタブ，壁表装材等

(3) セメント[7]

原材料…石灰石，粘土，珪石，鉄原料等

評価指標…コスト，水硬率，珪酸率，鉄率等

最終製品…普通セメント，早強セメント，中

庸型セメント等

(4) ポートフォリオ

原材料…各種債券，株式等

評価指標…期待収益， リスク，残存年数，最終利

回り，平均利回り等

最終製品…投資者の希望(好み)に応じた投資の

組合せ(ポートフォリオ)

II. 設計…製品の性能等各種評価指標を考慮にし、れて

総合的観点、から適当な設計変数を決定する.

(5) レンズ

設計変数…ガラスの種類，面間隔，ガラスの曲率等

評価指標…コスト，重量，長さ，明るさ，結像性

能 (100種以上ある場合もある)等

(6) 斜張橋の架設時精度管理

設計変数…ケープルの長さ調節量

評価指標…コスト，ケープルの張力誤差，キャン

パー(橋床のたわみ)誤差

ill. 長期計画…何十年かの将来計画等において何を，

いつ，どこに，どの程度作るか等を定める.

(7) 発電所の型決定

将来の電気需要，社会情勢をみながら火力，水力，

37& (8) 

原子力発電所(炉型も各種ある)をいつ，どこに，

どの程度作るかを計画する.

ここにあげた以外にも文献[3 ]には数多くの例が示さ

れている.

2. 加重和によるスカラー化は間遭って

いる?

多次元の目的関数はそのままでは取り扱いが困難であ

る.そこで普通，よく行なわれている例は各目的関数に

適当な重みをつけてそれらを加え合わせたものを新たに

全体としての目的関数とする方法である.実際の現場で

はほとんどといってよいくらいこの方法が，用いられて

いるがはたしてこれでよいのだろうか.

簡単な例を考えてみよう.分散投資の方策として実行

可能集合の中からA ， B , C の 3 通りが候補になったと

しよう.目的関数として ， fl: 期待収益とん:リスクを

とる(図2.1( 1)). Aは極端に期待収益が良いが，その代

わりリスクも大きい.逆に， Cはリスクは小さいがその

代わり期待収益もあまり良くない. Bは期待収益の面で

もリスクの面でもまあまあである.

加重和によるスカラー化関数を

P(X)=fl(x)-af2(x) 

とする . a< ピに対してP(x)を最大化することにより

得られる解はAである.これでは，あまりにリスクが大

きすぎる.そのため α を少し大きくしてみる.しかし，

a<a' である限り Aの解しか得られない.そこでどんど

ん a の値を大きくしていってピより大きい値にまです

れば， P(x) の最大化によって得られる解はC となる.

( a= ピでは用いる最適化の手法によって， AかCかL 、

ずれかの解が得られる. )しかし， Cではあまりに期待収

益が少なすぎる.実際問題としてはこのような両極端な
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場合よりも，もう少しどちらの評価指標もある程度は満

足できるものが望ましい.しかし，どのように a をとろ

うともスカラー化関数 P(x) を用いる限り，実際的な解

を得ることはできない.

このような現象は，双対ギャップがある場合によく見

られるが双対ギャップのない凸な場合でも起こり得る.

たとえば，すべての目的関数が線形で制約集合が凸多面

体であるような. \，、し、かえれば線形多目的計厨問題でも

図 2.1 (日)のような場合にはシンプレックス法を用いる限

り，端点、AかC しか得ることはできない.

先の例は適切な重みが実際には存在しない場合がある

ことを示している.また，たとえそのような重みが存在

ずるような場合でも目的関数の数が多くなってくると，

ある目的関数の値を改善しようとしてその重みを大きく

すると，今度は他の目的関数の値が悪くなりすぎるとい

う，いわゆるモグラたたきの現象が生じる.望ましい解

が得られないため何回も重みを変えてスカラー化関数最

適化をやり直し，やたら貴重な時聞を無駄に費やすとい

うことは実際の現場では非常に多い.現在，無意識のう

ちに加重和によるスカラー化がまるで常識のように用い

られているが，実は色々な問題点をもっていること，そ

して時には間違っているとさえ言えることを認識してほ

しいと思う.

3. 多目的計画法と Pareto 解

3.1 Pareto 解

2 つのベクトノ~ y=(Y"""YT ), Z=(Zh ・.. ， ZT) に対

する順序を次のように定義しよう.

y;;;;'Z<rlYi;;;;'Zi i=I ,..., r 

y;ラ Z<rlYミz かつ y ,* Z 

y>Z<rlYi>Zi i= 1,..., r 

このとき，次のような多目的計画問題を考える.

【問題MOP】

Max f (x) : =Max (f, (x) ,... JT(X)) 

subject to zεXcRπ 

【定義し l】

x*εXが

f(xホ) ~I; f(x) , VXEX (3.1) 

を満足するとき ， x*を問題MOP に対する(強) Pareto 

解と L 、 L 、 . f(x*) <t f(x) V xεX (3.2) 

を満足するとき弱 Pareto 解という.

一般に(弱) Pareto 解は唯ーではなく，ある集合とな

って現われるため，意思決定解は，通常新しくある価値

判断を導入することによって，これらの(弱) Pareto 解

の中から 1 つ選ばれる.実際には，この新しい価値基準

として意思決定者の価値判断がとられる場合が多い.こ

のとき，意思決定者の価値判断に関する情報をどのよう

にひきだし，それをどのように用いるかが重要な問題点

となる.このように，多目的計画法では人間の価値判断

の問題をも考察の対象にするところが従来の数理計画法

と根本的に異なる.

3.2 満足化

経済学等では古くから人間の行動モデルとして(期待)

効用最大化のモデんがよく用いられている.これをその

まま実際の意思決定に用いようとすると効用関数を実際

に求めることが必要となる.しかし，一般には効用関数

の同定は難しい.評価指標が数量化できない問題にはこ

のアプローチが有効な場合も多いが，ここでは各評価指

標が数量化できるような(言い換えれば，数理計画の問

題として定式化できるような)場合を考察しているため，

効用関数を事前に求めなくてすむようにすることができ

る.対話型計画法の中には効用関数を求めなくても，その

部分的な情報，たとえば限界代替率等を意思決定者から

引出しながら解を探索すると L 、う方法がある [IJ[9J[ l1 J

[13J[16J[17J[18J. しかし，判断の整合性が求められる

ことや，そもそも微分に相当するそのような情報を意思

決定者に答えてもらうのは人間の判断能力の限界を超え

ており，実用にはほど遠い.

人間の行動原理は必ずしも最適化でなく，人間の判断

能力，および情報収集の限界から，満足化によるとする方

ただし，制約集合X'ì制約 g;(x) ;5， biによって与えられ が妥当であると主張したのは H. Simon であった [14J.

てもよいし，直接，集合の形で与えられてもよい. すなわち， これ以上あれば満足できるという水準 J(希

このような多目的計画問題では， f(x*) ミf(x )， Vx 求水準 aspiration level) を想定して

EXを成り立たせるような，いL 、かえれば，すべての目 f(x) 三 f

的関数を同時に最大化するような解 x* は一般には存在 を成り立たせるような解 x (満足解)を意思決定の解に

しない.したがって，次善の策として，ある目的をそれ しようとするものである.したがって，満足化において

以上改善するには他を犠牲にしなければならないという は意思決定者に求められる価値観の情報は希求水準だけ

ギリギリの線までまず達成することを試みる. でよく，これは容易に答えられるものであるからすこぶ

る実際的である.

1988 年 8 月号 (9) 371 
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



ところで，単に満足できる解であればどれでもよいと

するのは，意思決定にさいして利用できる情報に限界が

あったからである(たとえば， fi (x) の関数形がわから

なかったり，代替案の集合が把握できない等).しかし，

われわれが考察の対象にしているような問題では数理計

画の問題として定式化できるようなものであるため， f 

をできる限り大きくして，もはやすべての目的を同時に

改善するような代替案が他には存在しないというレベル

(すなわち， Pareto 解)にまでもっていくことはそれほ

ど困難なことではない.したがって，満足解でもあり，

Pareto 解でもあるような代替案の中から意思決定者の

納得のいくものを見いだすことにしよう.

3.2 スカラー化関数

与えられた多目的問題に対して， (弱) Pareto 解は補

助的スカラー最適化を行なうことによって容易に求めら

れる

【定理3.1] 関数 P: Rr→R が

yl 毛;;y2=辛P(yl)<P(y2) (3.3) 

を満たすとき ， P を Y:=f(X) 上で最大化する x* は問

題MOPに対する Pareto 解である.もし ， P が

yl<y2二手P(yl)<P(y2) (3.4) 

を満たすなら ， P を Y:=f(X)上で最大化する x* は問

題MOPに対する弱 Pareto 解である.

第 2 節で述べた正の重みをもっ加重和によるスカラー

化は (3.3) を満足するので，それを最大化することによ

って得られる解は Pareto 解である. しかし，この方式

が種々の問題点をもつことは先に述べた通りである.ど

のような価値基準に対しでもそれに見合う解を提示でき

るようにするには，適当にパラメータを修正するだけで

そのスカラー化関数を最大化もしくは最小化することに

より，どのような(弱) Pareto 解をも導き出せるように

する必要がある.そのための唯一ともいえる関数は

Ql=max Wt (λ -fdx)) ， Wt>O 
l';;i孟 T

であり，適当な λ および Wi に対してこれを最小化す

ることにより任意の(弱) Pareto 解を得ることができる

[IIJ日 9J. ここで， Ji の代わりに理想点点*を用いても

本質的にはほとんど変わらない[9 J. 重みのとり方は後

に述べる.

ところで，関数 Ql の最小化によって得られる解は弱

Pareto 解であることが保証されるだけである. そのた

め，強 Pareto 解が得られることを保証するために

Q2=max Wt (Ji-fi(X))-a t wdt(x) , 
l";;i";;γi=t 

a >0, wi>O 

378 (10) 

を用いることもあるが，今度はすべての強 Pareto 解を

カパーすることはできないという欠点がある[幻[IIJ.

4. 満足化を用いた多目的計画法

4. 1 ゴールプログラミング

最も古くから知られている方法にゴールプログラミン

グがあるが [2J[3J[6J[15J，これは与えられたゴール，

あるいはターゲットに対し最も近い解を見いだそうとす

るものである. fを目的関数 f= (jし "'，!T) に関する意

思決定者のターゲットとしよう.このとき，一般的なゴ

ールプログラミングの定式化は次のようになる.

【問題GP】

Minimize d(f(x) , f) subject to XEX. 

ここで， d(f(x) , f) は f(x) と f との「距離j を表わ

すスカラー化関数である.

たとえば，最小二乗法はターゲット fに対し f(x)=f

となることが望ましいとき

d(f(x) , i)=土問(!i-fi(X))2， Wi>0 (4.1) 

としたものである. ターゲット F に対し f(x) 主主 F とな

ればよいときには，

f(x)+y+-y-=f 

y+ , y- ;;;, 0 

とおいて

d(f(s), F)=tmvr, Wt>O (4.2) 

とすればよい.t 

ゴールプログラミングは容易にわかるように多目的問

題に対するスカラー化の 1 つの方法であり，価値判断の

問題はすべてこのスカラー化に転化きれている，単なる

加重和や重み付 2 乗和では望ましい解が得られない場合

があることや，適当な重みがなかなか見つからないとい

• f(x)+y+-y-=f 

y+ , y- ;;;, 0 
XEX 

のもとで Yi+ ，Yi-(i= 1 ， … ， r) の少なくとも一方に関して

単調増大な目的関数を最小にする解において ， Yt+Yi-= 

0 が成り立つことが知られている [10J. したがって，こ

のような解 y+， y-， x に対して

ft(x)::;' f1==吋+t=fi-fl(X)

f;(x)~ fミコY-i=f;(x)-fi

となる.したがって，各兵の値が大きいほど望ましいと

き ， Yi+ , Ytーはそれぞれ ftのターゲット九に対する未達

成量，および過剰達成量となる.
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う欠点があることは先にも述べた.

さらに，このような古典的なゴールプログラミングで

はわれわれの問題MOPに対してターゲット fが実現可

能なときには，さらに fを向上させる解が他にあっても

それを無視してしまう結果になる.つまり，ターゲット

fが実現可能なときには，一般に解の Pareto 最適性を

保証することはできない.

以上のような難点を克服するために，スカラー化関数

として， 第 3 節で述べた Ql もしくは Q2 を用L 、，意思

決定者が最も容易に答えることができると思われる希求

水準を手がかりに意思決定者の納得のし、〈解を探索しよ

うとする方法がし、くつか考えられている [3J白J[8J[13J

<15J[16J[ 17J[20J. ここでは，筆者の提案した満足化ト

レードオフ法[8J とI1ASA で開発された DIDASS[5J

とをミックスしたものを以下に要約する.

4.2 満足化トレードオフ法

(改訂)満足化トレードオフ法の手順は次の通りである.

step 1. (希求水準の範囲の設定) 各目的関数をそれ

ぞれ単独で最大化して，希求水準の上限とする.有限な

健としてこれが求まらないときゃ，今までの経験から想

像できるときにはマニュアルで入力する.下限値'*は

最低希求水準として意思決定者に直接答えてもらっても

よいが， maxfi(x)を達成する却を zグとおくとき，す

なわち

xeX 

Xi*=arg max fi (x) 
xeX 

とするとき，

fi*= min fi (Xj*) 
l <{， j三T

で与えてもよい.

step 2. (希求水準の設定) 各目的に対する希求水準

jik (i =I ，...， r) を意思決定者に尋ねる.最初は k=1 と

する.

step 3. (min・max 解)

叩・=一一一 (4.3) ,- fi*-}ム

として Ql (もしくは Q2) を最小にする解，つまり min

-max 解を次の等価な問題を解くことにより与える . Ql 

をとった場合を下に示す.

【問題AP】

mln z 
X , Z 

subject to Wi (jik-f;(x)) 壬z

i=l ,... , r 

XEX  

この解を Xk とする.

1988 年 8 月号

step 4. (トレードオフ f(x") を決定者に見せて，

もっと改善したいと思う目的とそのために犠牲にしても

よいと思う目的，および現状のままでよいと思う目的の

P ラスに分け，それぞれの添字の集合を 11"， 1R" , 1A" と

する. 1i"=ゅなら終わり ， 1t" =t-併なら 11"， 1Rk に属す

る目的に対しそれぞれどの程度であれば満足できるかと

いう新たな目的水準λk刊を尋ねる . i E1R" に対しては
λk+1 =ft(Xk) とする . k=k+1 として step 3 に戻る.

[注 4J 1 スカラー化関数仏或いは Q2 に対して希求水

準jk の代わりに理想点 f車を用いた場合，重みは通常

加 k一一一上一­
z-fz*-fzk 

とする.

step 4 のトレードオフで，現在の Pareto解のままで

よい目的関数 fi (iε1A ) に対して，このままでよいと

いう意味がこれ以上悪くなっては困るということであれ

ば，この目的関数を制約

fi (x) "?;, fi (xk) 

にすればよい.これは補助問題AP を解くときにこの i

に対する

叩;(点 (xk ) - fi (x)) 豆 z

の z の係数を O にするだけでよい.このように，補助問

題APを用いることによって目的関数と制約の役割を思

いのままに簡単に変更することができる.

さらに，感度解析の理論を使って，トレードオフをもっ

と簡単にできるような工夫もなされている [IOJ. 特に，

もとの問題が線形であれば 2 回目以降は補助問題AP

を解くことなく，新しい希求水準に対する Pareto解を求

めることができる.このことは問題のサイズが大きくな

って，最適化計算に時間がかかる場合などに特にその効

力を発揮する.

斜張橋のシム量調整問題に対する応用例を図 4.1 に示

す.希求水準はマウスを用いて，ディスプレイのグラフ

上で入力できるようになっている.この問題ではシム量

そのものよりも調整するケープルの本数が問題になる.

したがって，先に述べた目的関数を制約に転化する方法

により，ある程度シム調整量の少ないケーブルの調整量

を強制l的に O にすることによって調整すべきケーブルの

本数を減らすよう工夫している.

5. 終わりに

ここで簡単に紹介した対話型多目的計画法ではたとえ

ば，意思決定者の望みと現実とのギャップをわからせた

り，また複数の決定者が関与する時には，相互にほかの

(11) 379 
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(i) 初期誤差に対する希求水準の入力

図4.1 斜張橋精度管理システムにおける満足化トレード

オフ適用例

人々の考えがよく理解でき，個人的視野ばかりでなく，

グループ全体としての視点、から判断することができるよ

うにする，いわば学習効果があることがわかっていただ

けると思う.

従来の数理計画の解法はコンピュータに任せる計算技

法を主要な課題としていたように思えるが，与えられた

問題に対して 1 つの解を求めるだけでは，実際にはほと

んど意思決定者を納得させることはできない.多目的計

商法は数理計画の技法を用いながらも，意思決定者の思

いのままの解が容易に得られるように工夫したものであ

る.現在，診断とか推論とかL、った人間の知的情報処理

をコンピュータに代行させようとする試みが盛んである

が，価値判断という知的情報処理はそう容易には機械化

できないであろう.このような状況下では人間のもつ優

れた直感的な総合的判断力をそのまま利用した方が得策

である.

意思決定支援システムを考えるとき，激しく変動する

意思決定の環境や，多様な価値判断に柔軟に対処できる

ようにするには開かれたシステムにする方がよい.つま

り，意思決定支援システムの目的は意思決定の自動化に

あるのではなく，意思決定者の思いのままの解が容易に

得られるように意思決定者を助けることである.このこ

とからも，人間(意思決定者)とコンピュータの協調シ

ステムとして意思決定支援システムを考察することが重

要である.多目的計画法は数理計画法として定式化でき

るような問題に適用が限定されているとはいえ，このよ

うな「しなやかなJ 意思決定支援システム [12Jの 1 っと

して今後幅広く応用されることを願って止まない.

380 (12) 

(�) 与えられた希求水準に対する Min Max解

(i�) 最終結果
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