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M/G/l 待ち行列とパンディト問題

西村彰一
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1. はじめに

待ち行列の+ーピス規律の中で FCFS(First-Comeｭ

First-Service) は最も多く研究されてきた. それ以外

にも，パッチ処理，優先順位のある待ち行列，タイム・

シェアの待ち行列など， CPUの高速化と記憶容量の増

大化など，計算機の進歩にともなって，待ち行列理論で

取り扱われるサーピス規律も多様化してきている.ここ

では， M/G/l 待ち行列の平均待ち時間を最小にするに

は，どのようなサーピス規準が良いのか，理論的限界を

与える政策について考えてみることにする.

ベイズ流の学習理論から発展したパンディト問題

(bandit problem) と呼ばれるマルコフ決定過程がある.

ある種のジョブ・スケジューリングもこの bandit 問題

で表現できるので，これらの関連について考えることに

する.

2. bandit 問題

N個の独立な機械があると仮定する，時刻 t (t=O , 1, 

2，…)における i 番目の機械の状態を引(めとする.こ

の機械を操作すると利益鳥(x;(t) )が得られ，機械の次

の状態はマルコフ的に定められた確率で推移する.また

操作しなかった機械からは何も得られず，また状態の変

化はないと仮定する.この時，平均利益を最大にする最

適政策を求める問題が multi-armed bandit 問題であ

る.時刻 t における利益を R(t) =Rt(Xi(t)) として a(O

<aくりを一定の割引き率として，目的関数

けは勝っか負けるか 2 種類の結果しかないとして，勝

っか負けるかは，各試行が独立同分布，いわゆる，ベル

ヌイ試行列とする.ここで勝つ確率 Otの正確な値は知ら

れておらず， Ot の先験分布がベータ分布として与えられ

ているとする.勝った回数と負けた回数から，ベイズの

定理を用いて事後確率を計算すると，先験分布と同様に

して ， Ot の事後確率がベータ分布となる.マシンの状態

をこのベータ分布のパラメータとおくと，賭けの結果に

より，マシンの状態がマルコフ的に推移する ([lJ ， [3J). 

(ii) 病気の治療法

ある病気に対して 2 つの治療法が開発されており，

どちらの治療法が有効であるかを決定するとする.治癒

する確率 Otを治療しながらベイズ的に推定する.目的関

数を(1)式とすると (i)の問題として解くことができる.一

方，治療と L 、う問題は治癒する確率が明確に決定しない

時に， Ot の推定のために，ボランティアの患者に実験段

階の治療法を多数回使用するのは良い方法ではない.ま

た，治療回数が十分大きくなった時には，治癒する確率

が高い治療法がほぼ全員に受けられると L 、う相反する 2

つの要請が必要である.この観点に立って，と (i)は異な

る形式で研究されている[ 2 ]. 

(iii) サービスの順序

N個のジョブが+ーピス窓口に待っており，どのジョ

ブ'から+ーピスを行なったら良L 、かと L 、う問題を考え

る.外部からの新たな到着はないとして，一度に l つの

ジョプしかサービスできないとする.各ジョブについて

は，サーピス時間が非負整数値をとり ，-!Tーピス分布の

E L: atR(t) (1) みが知られているとする，各ジョブのサービスは，整数

を最大にする無限期間計画て、ある.

(i) スロ‘Y トル・マシン

スロットル・マシンが 2 台 (i=1 ， 0) あって，どちらの

機械で賭けをしたら良いかを考える.簡単のために，賂
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時に中断して他のジョブの処理を行なうことができると

し，どのジョブからサービスを行なうのが最適であろう

カミ.

(1)式では，-!Tーピスを行なったジョブに対しては利益

を計算しているが，待ち時間のようにサービスを行なわ

なかったジョブに対してコストを算入する構造にはなっ

ていない.しかし，サーピスが終了しなければ将来かか
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るであろう割引かれた待ち時間が，サーピスの完了によ

り免除される.言L 、かえると，-lTーピス完了時に割引か

れた利益を得るという形で，保持費用(待ち時間)の問題

を， (1)式の形のサーピス終了時の利益の問題にすること

ができる.特に割引き率 a → l とすると (1)式を最大にす

る政策が平均待ち時間を最小にする政策と一致する.

bandit 問題をジョブ・スケジューリングの言葉で，

統一的に扱うことにする.N個のジョブがサーピス窓口

で待っているとする.ジョブの処理時間は単位時間に区

切ることができ，状態引 (t) のジョプを処理することに

よって得られた利益は Rt(的 (t) ) とする.サービスが終

了するとマルコフ的に状態が推移する. Gittins [3J は

目的関数が(1)式で与えられる割引かれた無限期計画に対

して，非常に明確な方法で最適政策が達成されることを

次のように示した.状態引のジョブ i を停止時間(stop­

ping time) 'l't サービスした後に，状態 Xj のジョブ j

を 'l' j サーピスした時の割ヲ|かれた平均利益は，

V九Zリj=唱 atR叫州R凡町i(同Z列叩州1μμ州(付川t川川)

=E{L; aωtR;(Xt(t川))リ}+E{aτ九dE{ L; atRj〆(Xj(t))} 

同様にして， i と j の順序を交換した利益を Vji とする.

2 つの政策を比較すると，

Vij-Vji 

=EfEIG叫(Xi(t))} (I -E{的}) 

-E{L; atRj (xj(t))}(I-E{a吋})

となる . Vtj;;;;Vji を決定するための状態的の指標(Git-

tins index) は

rt(x;)=max[E{L; atRtCxt(t))}/( 1-E{ar})J (2) 

となる. (2)式て、停止時間 τ で最大化している理由は，ジ

ョブ i のサーピスしながら，時刻 O における状態的の価

値より下まわらない時刻までの停止時間を 'l'j として，指

標の最大化を行なっている.N個のジョブの中で，この

指標が最大となるジョブからサーピスを行なうことが最

適であることが証明されている([3J ， [IOJ , [IIJ). 

Gittins の方法では，指標が他のジョブには影響され

ずに自分のサービス時間からのみ計算できる.そして，

最適政策は指標の大小によって優先順位が決定される.

Whittle [12J は multi-armed bandit に新たに外

部からジョブの到着を許し，指標から決定される優先サ

ービスで，最適政策が達成されることを示した.この場

合，サーピス中に到着した客の効果を考慮しなければな

らないので，単一のジョブについてだけでは，指標が表
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現できなくなる.

3. Ha町ison の方法

Harrison [4J，日]は，し、くつかのクラスに分けられ

たジョブがポアソン到着する時，どのジョブからサーピ

スをするのが平均待ち時間を最小にするかを考えた.サ

ービスはつのジョブのサービスが開始されると，他

のジョプによって割込みのない (nonpreemptive) 方法

と仮定する.

i 番目(i=I，… ， K) のクラスに属するジョブ"'í，到着

率んの独立なポアソン到着し，十一ピス時間は分布関数

Ft(x) にしたがうとする.また， Fi(X) のラプラス変換

を仇(ß) とする番目のジョブの+ーピスが終了する

と η の利益が得られる.これは前節)iii) と同様に，割引

かれた保持費用をサーピス終了による利益とみなしたも

のである.

クラス i(i= 1, "', K)のジョブが nj サービスを受ける

ために窓口の前で待っている時，システムの状態を s=

(nh … ， nK) とする. 最適政策が優先待ち行列によって

達成されるとはかぎらないが，まず優先待ち行列につい

て解析を行なう.便宜的にグラス 1 の最も優先順位が高

く ， Kの優先順位が最も低いものとする.

初期状態を s として， クラス k までのジョブが窓口に

おいてすべてサーピスされ k より優先順位が高いジョ

ブがなくなるまで・の稼働期間(busy period) を Bk(S) と

して，これのラプラス変換を 11'k(S) とする(ラプラス変

換のパラメータ P の文字は一定として省略する).また，

この間の P割引きの平均利益を Uk(S) とおく . 11'k(S) は

通常の M/G/1 待ち行列システムの稼働期間のラプラス

変換はよく知られている S に対して予備的な状態とし

て，

s'==(n r, "', nk- 1， ∞ ， nk+l ， "', nK) 

S=(O， …， 0，∞ ， nk+h …, nK) (3) 

と h 番目の単位ベクトル九=(0，…， 0， 1 ， 0 ，・'， 0) を導入

する. まず， <<k 三 11'k(九)とすると，

Ck三 Uk(S)

=Uk ( 九)/( 1-ak) μ) 

となる . ak は初期状態が h 番目のジョブが 1 つあり，

h より高いジョブのサービスを行なう時の稼働期間のラ

プラス変換であり，分子の Uk (九)はその聞の割引かれ

た利益である.もし外部からのポアソン到着がない時は

Gittins の指標(2)式に対応するもの(ただし，まだ max

を取っていなL 、).ポアソン到着が存在する場合は，新た

な到着も考慮して指標が計算される. (3)式を用いると，
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Uk(S')=UトI(S)+πトI(S)Ck (5) 

=Uk(S)+πk( S )Ck (6) 

なる関係が満たされる . S' において nk=∞なる特異な性

質を用いる.まず，優先順位が k-l までサーピスを行

なったのち，サービスを行なうのは優先l順位が h までの

ジョプであるから， (5)式が成立する.一方，初期状態を

s として優先順位が h までのジョブに対するサービスを

行なったのちの利益は Ckとなるのでゆ式が成立する.そ

れ故に(5)， (的式より，

Uk(S)=Uk_ 1 (S)+[πトI(S) ーπk(s) JCk 

=き [πi-l(S)-rri(s)Jci (7) 

となる.的 (S) を用いて Uk(S) が表現できた.

これまで優先順位の政策と比較して，まず周定された

ジョプ j を l つだけ処理し，次に l-k の優先順位でサ

ーピスを行なう政策を導入する.この政策に対する稼働

期間のラプラス変換，平均利益に J を右肩につけること

にする.これまでと同様にして，

U1k(s) =U1k_1(s) +[πjk-l(S) -rr1k(S)JCk 

k 
=ψjrj+五 [π1i ・ ， (S)-rrjds)Jci (8) 

となる . k=Kの時 V(S)=UK(S) ， Vj(s)=UKj(s) と

おいて 2 つの政策を比較すると，

V(s)-Vj(S) 
K-l 

=(1 ーの)Cl一ψj rj一五(町(S)-rr1i(S)) (Ci一 Ci +l)

となる.マルコフ決定過程の政策改良法を用いると，す

べての j に対して ， V(s) ミ Vj(S) であれば， (7)式が最大

の平均利益となる.結論として， Harrison は次のよう

な結果を得ている.優先順位と指標の順位が一致する政

策は最適である.言L 、かえると ， Cl~"'~CKであれば，

1 を最も優先順位が高いクラス，…・・・， Kを最も優先順

位が低いクラスとする政策が最適である.また，このよ

うな最適政策は，次々に指標の高いジョブを優先順位に

つけ加えることによって構成され，そのアルゴリズムが

示されている.

4. 割込みのある MjGjl 待ち行列

M/Gハ待ち行列においてサーピス時間を量子時間で

分割し，量子時間内は割込みのないサービスを行ない，

量子時間のサービスが終了した時には，サービス経過時

間の記録を状態として持ったジョブがフィード・パック

することにする.量子時聞を一様に細かくすると，割込

みのある待ち行列が表現できる.このような割込みのあ

る (preemptive resume) 待ち行列は，サービス時間の

総和が政策に不変(保存則)になる.稼働期間とその間
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に到着する客数は不変であるから，稼働期間内の平均利

益を最大化する政策を求めることにする.

サーピス時間の密度関数を f(x) ， 分布関数をF(x) ，

故障率をg(x)=f(x)/{I-F(x)} とする.瞬時zを使用

する政策の下での指標は， (の式または(4)式に代入するこ

とにより，

r(x)=g(x)/゚  

で与えられる.故障率の概形によって，最適政策を分類

する.

(�) g(x) が単調増加と仮定する. FCFS でサーピス

を行なうと，この時，サーピス経過時闘がzのジョプに

対する指標 C， (x) は，図 1 のように単調増加になる.

FCFSでは，一度サーピスを開始するとサービスが完了

するまでつのジョブに対して+ーピスを継続する.

ここで指標が単調増加であれば，優先順位と指標の"贋序

が一致するので， FCFSが最適であることが証明される.

(日) g(x) が単調減少としよう. Kleinrock で述べら

れている F B (foreground-background) スケジューリ

ングを考える.これはサービス経過時聞が大きくなると

優先順位が低くなる方式である.新しいジョブが到着し

た時には，優先順位が高いので，一時サーピスを中断し

て，同じレベルになると同時にサービスを行なう . g(x) 

が単調減少の場合にFBを用いると，図 2 のように指標

Cz(x) も単調減少になり， 前と同様にして FBの最適性

が示される.

(ili) g(x)が山型とする. [0, u) 間で FCFS で行ない，

[u ， ∞)間をFBで行なう， レベルによって異なった 2

つのスケジューリングの複合を考える.このような複合

したサービス方式は Kleinrock によってとり扱われて

いる.この時の指標 Cs(x) も一山型となり，この方式の

最適性が示される.

(同 g(x)がー谷型としよう.この場合， [O ， u) 聞はF

Bで行ない ， [u， ∞)はサーピス経過時間が大きくなるに

つれて優先順位が高くなる方式によって，優先順位と指

標 C.(x) の順序が一致することが示される(図 4 ). 

(i)-(出)の方式については，稼働期間中の平均利益が求

められるが，同については， [0, u) 聞と [u， ∞)聞の指

標が一致する関数関係を陽の形で・表現で‘きない [9].

5. 有限呼源待ち行列

CPU と端末の動作解析のモデルとして，しばしば，

有限呼源待ち行列が用いられる. CPUにK個の端末が

接続されている.客は端末で思考時聞を経過したのち，

CPUでサービスを受ける. CPUでのサービスが終了

オペレージョンズ・リ→ナーチ
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



指
標

。

FCFS Z 

図 1

指
標

。
FB FCFS 1t Z 
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すると再び端末にもどる.解析上の要請から各客の思考

時間は独立同分布で，パラメータ μ の指数分布にしたが

うと仮定する.また， CPUにおける+ーピス時聞は，

2 つのグラスに分類されており ， F， (x) と F2(X) にした

がっているとする(図 5 ).この時，サービス終了後に受

ける平均利益を最大にする最適政策が求められている.

CPUでのサービス時間が指数分布，または，ガンマ分

布の場合， クラス 1 のジョブを優先順位の高いクラスと

し，クラス 2 のジョブを低いクラスのジョブとする政策

が最適であることが示される • M/G/l と異なり有限呼

源待ち行列では，保存則が成立しない. CPUでのサー

ピス順序によって，端末を通るフィード・パックの頻度

、、、

ー.... Fl(X) 待ち行列
0000 

F2(X) 

ペナービス分布

図 5
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指

標

。

FB z 

図 2

指
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が異なる.したがって，稼働期間の分布が変化する.し

かし， Harrisonの(5)および(め式の関係が成立するので，

最適性が証明できる ([6J. [8J). 

6. むすび

コンピュータの進歩に伴って，多種多様なサービスの

方法やデータの通信の方法が開発され，実用化されてい

る.このような問題に対しては，大量な仕事量の処理を

伴うので，個々のサービス時闘が明示されないが，分布

は経験的に知られている.この時，どのようなサービス

方法が良いかという，確率過程を用いた待ち行列のコン

トロールとしての解析が必要となる.理論的に解ける範

囲はごく限られているので，実際問題への実用化にさい

しては，理論上の長所と現実の複雑さを複合して，分析

されている.

ここで、は，平均利益の最大化，または，平均待ち時間

の最小化と， bandit 問題との関係をまとめた. bandit 

問題の考え方では，各ジョブに対して指標を計算し，指

標の大きいものから優先順位をつける方法である.この

考え方は，ある程度複雑なネット・ワーク待ち行列にも

応用できる考え方ではないて・あろうか.
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