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ネットワーク-積形式解の最近
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1. はじめに

客が複数の窓口を適当な規則のもとに次々と訪問する

ようなモデルを待ち行列網 (queneing network，以後

QN と記す)と呼ぶ.通信網，計算機、ンステムなどを評

価するさいにはQN としてモデノレ化されることが多く，

各種のQNに対して，シミュレーション，近似解法など

いろいろな解析手法が提案されている.なかでも理論的

に厳密解が得られ，応用上も重要な一連のQNがある.

この厳密解はその形式から積形式と呼ばれているが，本

稿では積形式を有する QNに関する理論的背景と，これ

らを実際に応用する場合の計算アルゴリズムについて文

献[8Jを補足し発展させる形で紹介する.

2.1 Jack回n 型 QN と局所平衡

窓口は N個あり， 各窓口 i は M( μ色 )/Si すなわち，

サービス率的の指数型で扱者は Si 人， FCFS規律とす

る.客は外部から到着率 A のポアソン過程で到着し，確

率 POi で窓口 i の列に並ぶ. 窓口 z を退去する客は確率
N 

Þij で窓口 1 に行くかわ。で外部に去る . (L: Pij= 1, 

i=O，"'， N) 各窓口に kl> k2 ， … ， kN 人の客が並んでいる

状態を k = (kl> ん，… ， kN ) で表わし，その定常確率を

ρ(ん ， k2 ， "'， kN ) とすれば次の積形式で表わされる [9J.

州)吋(k!>k2' ん)=(111azM)}/G， (l)
ただし G は正規化定数， {a;} は次の方程式 (2)の解で

あり，内 ( l) は (3) で与えられる.

ai= .ì ρot 十 211aj Pjz，何 ， 2 ， "',N. (2) 

μi (l) 三 min (Si , l)μ( 3) 

(2) より ai は窓口 i への外部および内部からの客の平

均到着率と解釈できる. (1)が定常確率といえるのは，当

然ながら次の平衡方程式を満たしているからである.
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p(k) P十三内 (ki ))=
(4) 

N 

L:(ρ(k-ei ).�Pio+ p(k+ei)μ;(ki +l)Piο 

+ヂ(k-e;+ej) μj (kj十 1)九)

ただし k=(k!>k2 ，"'， kN ) ， ei=(O ・ 010...0) (第 i 成分

だけ 1). (4)は各状態 h について {k から他の状態に推

移する率}={他の状態 k' から k に推移する率の総和}と

換言することができる.また容易に確かめられるが， (1) 

は (4) を分解した次の方程式群も満たしている.

ρ(k)p;(kd= L: ρ (k-ei+ej)μj(kj + 1) ρJ' 

+ρ(k-ed .ìρoi ， i= 1, 2,… , M 
ρ(k) え =L:p(k+ed μバム+1)ρ同

(5) 

(5) の最初の式は{状態 h で窓口 z の客の退去により他

の状態止に推移する率}={窓口 i に客が到着することに

より状態 h に推移する率}，後半の式は{状態 h で外部か

らの到着により他の状態 h に推移する率}={客が系外に

去ることにより状態 h に推移する率}とそれぞれ解釈で

きる. (5)は局所平衡方程式または station balance など

とも呼ばれている.さて局所平衡が成り立つQNについ

ては，サービス時間分布などを変えても，期待値が不変

ならば定常確率 p(k) も不変であるという insensitivity

と呼ばれる性質をもっ.しかし FSFSをもっ窓口での

サービス時間分布は数に限指られているなどの制約があ

り，次節でこれについて検討する.

なお， (3) の灼(l)は Si 人の扱者がL 、ることから定ま

る式であるが，(! )からわかるようにこの関数形は一般で

よい • p;( l)は 1 人並んでいるとき， 1 つのサービスが終

了する率である.規律が異なっても灼 (l) は同一になる

こともあり ， Si=1 の場合， FCFS, PS , LCFS のいず

れに対しても μι (l)=μι(一定)と表わされる.

2.2 GSMP と積形式

QNにおいて到着間隔，サービス分布などに一般の

分布形を仮定するとき， GSMP (Generalized Semi 

Markov Process) として解析される . (k， y) で任意時
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刻の状態を表わす. k は前節と同様に各窓口での客の並

び方を表わすベクトルである.百=(仇) Y2 ,…, YM(kl) Lt 

進行中のサービスすべての経過時間，および最終到着後

からの経過時聞からなるベクトルであり，各約を補助変

数と呼ぶこともある. 引の構成は h によって定まるもの

とする.時刻 t で経過時間が Yj であるサービス j が (t ，

t+dt) に終了する確率は次のように表わされる.

{Fj(約十円(k)dt)-Fj(Yj)}/ (1 -Fj(Yj)) ， (6) 

ただし ， Fj は+ービス j の分布関数であり， νj(k) は

状態 h でのサービス J の処理速度である . Fjが指数分布

であれば (6)は約によらない値であり，補助変数には取

り入れないものとする.処理速度は普通!と考えられる

が， PS の場合 n 人の客が並んでいるときは l/n とな

る.指数分布の場合，これを期待値で除した値がサービ

ス終了率になる.状態(k， y) で宮j が消滅するとは釣に

対応する到着またはサーピスの終了が生起することを意

味し，この時QNの定義に応じた確率 ρ(k， j， k') で状態

(k' ， Y') に推移する ダは V から Yj を取り去り，新たな

0 を付加し ， k' にもとついて構成される.

以上の GSMP に対し，各補助変数 Yj に対応する各分

布 Fj を期待値を同一にしたまま指数分布に置きかえる

と Markov 過程となり，その平衡方程式は次のようにな

る.

M(kl 
ρ(k) 子 μjνJ(k)EP(k， j， KF)

M(k川

='E. ρW) 'E. μh lJh(k") ρ (kヘ h ， k) (7) 
k" h 

for all k. 

ここで μJ-1 は Fj の期待値である.もとの GSMP で

状態(k ， y) の約が消滅して (k' ， Y') に推移した場合ダに

引き継がれる O でない Yj の集合と ， (kぺ v川の Yh が消

滅して (k， y) に推移した場合 YIこ引き継がれる O でない

約の集合を考え 2 つの集合が一致するような h と k' ，

k" と k の組合せについて(7)を分解すると次式を得る.

ρ(k) μ1 り (k) 'E. p(k, j , k') 
k' 

= 'E. 'ρ (k") μhνh(k川ρ(kヘ h ， k)
k" h 

(8) 

ここで左辺は (k， y) で Yjが消滅する場合の推移を表わ

し，右辺の'E.'は (k" ， Y-Yj+仇川と書けるような k" と

h の組合せについての和である. (8)は一種の局所平衡方

程式であるが， その構成は GSMP の枠内で説明でき，

「窓口 j とし、う言葉を用いなくてよい点が重要である. (7) 

の解 p(k)が (8) も満たすならば GSMP の定常な同時確

率密度 p(k， y)は次のようになり，これも積形式と呼ばれ

222 (16) 

ている.
M(kl 

p(k， y)=ρ(k) 日 μj (1 -Fj(Yj)) (9) 

(9) を約について積分すれば h の定常確率が得られ

insensitivity が成り立つことは明らかである.結局(7)

の解が (8)を満たすことが insensitivity となるための十

分条件になっている.このような研究は Matthes [19J 

以来多くなされているが， Burman [4J の記述が比較的

簡潔である. Markov 過程に対し一般分布を導入する

insensitivity の考え方もあり， Whittle [26J の記述が

簡潔である.この方法による表現はQNにあてはめにく

いところもある. [4 J と [26Jの結果を統一する見方を探

るのも残された課題の l つであろう.

Jackson 型に立ち戻り (8) の考え方で局所平衡方程式

を得ると，到着はポアソン，規律は Kelly[ IOJにより導

入された対称形て‘あれば，これらの窓口に対する (8) 式

は (4) と一致する. BCMP 型といわれる PS ， LCFS , 

無限サーバーなどの規律は対称形の 1 つである. FCFS 

の窓口については (4) よりさらに分解された式となり，

解は存在しなくなる. Jackson型では規律そのものには

よらず μi (l) だけで定常確率が表現されたが，一般分布

を仮定した場合には，このようなわけにはならないので

ある.

2.3 もう 1 つの積形式

QN内の窓口をいくつかたどるときの所要時間につい

て考えよう. 1 つ 1 つの窓口での滞在時聞は互いに相関

をもち，解析は困難であるが，図 1 のような場合には厳

密解が得られている. 図 i は M 人の客が循環している

Jackson 型の特別な場合である. どの窓口でも規律は

FCFS であり，扱者数は Slo SN を除いてら="， =SN-1

=1 である. Wlo W" … ， WNを 1 人の客の各窓口での引

き続く滞在時間とする.窓口 t に到着したとき，列の長さ

がん(自分自身は含まず)ならば Wi の特性関数 E(exp

(-8i Wd) は

fi(8ilk;) 

三 (μ;/(8;+μ;)) (Siμ;/(8;+Siμ;) ) max (Q, ki +1 -80 ( 10) 

となるが Wlo W 2,"', WN の同時特性関数も次式とな

る.

E(exp(-81 H九一・ー -8N WN)) 

='E. lkl=M-1ρM-1(klo k2 ， "'， kN ) 日 fi(8i lk ;l (11) 

ここで PM-1(k)は M-1 人が循環している場合の定常

縫率であり， Ikl 三ん+ん+...+kN=Mー!となる h に

対して意味をもっ.これは窓口 z に客が到着したという

条件の下での他の Mー 1 の客の並び方として得られる.
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図 1 循環型ネットワーク

([12J , [15Jなど). (1 1) では各々の窓口に到着した時点

でのそこの列の長さではなく，窓口 1 に到着した時点で

の ki を用いて表わされている点に興味がある.これも積

形式と呼ばれている [23]. 窓口Nの規律がFCFS でな

く PS などにも (11) は形式的には拡張できるが， (10) に

相当する式はん，… ， kN-l などにもより，複雑になろう.

N=2 で窓口 1 ， 2 の規律を無限サーバ， PS などにした

滞在時間の研究には[2 J , [12J , [18Jなどがある.図 i

の系が開放形であれば Burke[3Jの結果になる.また窓

口 1 から窓口Nまでが Jackson 型の一部分になってい

るときも (11 )が導びかれている ([17J ， [23J). 

以上では記述を簡単にするため，客のクラス数は 1 に

限定したが，多数あってもよい. クラスが異なるとは窓

口聞の移動規則が異なることであり，次章以下では複数

クラスをもっQN も取り扱う.

3. 待ち行列網の計算アルゴリズム

2.1 に示される積形式型の待ち行列網を実用化するさ

いには，正規化定数の効率的計算法の開発が欠かせな

L 、.

正規化定数は，確率条件から定められる定数である.

すべての部分連鎖(客の網内移動経路)が開放型の網につ

いては，正規化定数は解析的な形に求められ計算上の困

難は生じない.しかし閉鎖型の部分連鎖を含む網では，

部分連鎖にしたがう網内客数は一定と L 、う条件のもとに

確率和を計算しなければならず，効率の良い計算アルコ

リズムの開発が必要となる.

積形式網に関する計算法は大別して，たたみこみ法系

統の計算法と， MVA系統の計算法とに分類できる.

3.1 たたみこみ法(Convolution Algorithm) 

(1) Buzen のアルゴリス‘ム

Buzen[ 5 Jは，セントラルサーパモデルへの応用金目

的とし，たたみこみ法による閉鎖型Jackson網の正規化

定数の計算法を示した.

網内客数K人，ノード数Nの閉鎖型 Jackson 網の正

規化定数 GN(k) は(1)式と確率条件から次の形に書け

る.

1988 年 5 月号

N 
GN(k)= L: IT !;(k;) 

k1+......+kn=K i=l 

K 

= L: !dm) GriJ (k-m) 
m=O 

( 12) 

ただし ， !i(m)=ai(m)eim はノード z の滞在客数がm

である周辺確率， GriJ( *)はノード i を元の網から取り

除いてできる網(i-complement網)における正規化定

数.ここに ， ai を (2) の解(ノード i への平均訪問回数)，

ei=a;/μi ， ai(m)を次に示される容量係数とする.

ai(m) = l!m min (8i , j) }, ai(O) = 1 (13) 

(1 2)式は正規化定数 GN(K)が点(* )と G riJ ( *)のた

たみこみにより計算されることを示している.この計算

法を Buzen のアルゴリズムといい，プログラム風に記

述すると以下のようになる.

Buzen のアルゴリズム

For n=1 to N 

For k=O to K 

K 

Gn(k)•L: an(m)らmGn-dk-m)

Next k 

Next n 

(2) BCMP 網 [!J

[19J では M個の閉鎖型部分連鎖をもっ BCMP 網の

正規化定数の計算法へとたたみこみ法を発展させた.

Jackson 網の場合が 1 次元のたたみこみであったのに対

して， BCMP 網では変数がベクトル化され， M 次元の

たたみこみ演算により正規化定数を計算する.閉鎖型に

加えて開放型の部分連鎖をもっ混合型 BCMP 網の場合

は[ 11Jで扱っている.

(3) たたみこみ法の改良

たたみこみ型計算法では数値計算時に巾乗演算が大量

に発生し，指数部のあふれ(オーパフロー/アンダーフ

口ー)を発生しやすい弱点をもっている. [14Jでは，指

数部のあふれを防ぎ安定にたたみこみ計算を実行するた

めスケーリングファクタを計算実行時に動的に変化させ

るダイナミックスケーリング法を提案している.

あるノードについて，異なる部分連鎖に属するすべて

の種類の客が到着してくるとは限らない場合，実際に有
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効な情報が格納されるのはそのノードに到着する連鎖に

関連する領域のみであり，残りの部分には O が格納され

る. この性質を利用し， [15J では記憶領域量の削減と

ともにたたみこみ演算量の削減を実現する方法， Tree 

Convolution 法を提唱している.

3.2 MVA法[22J (Mean Value Analysis) 

(1)アルゴリズム

MVA法では正規化定数を直接計算せず，積形式解を

漸化式の形に展開し， Little の公式と組み合せ数値計算

を実行する.漸化式の形に導くさいに到着定理が使用さ

れる.

閉鎖型 Jackson 網で全ノードがシングルサーパ，す

なわち灼(j)=μt ， at(m)=1 を例にとる . Sdk) , Lt(k) 

を網内客数が h のときのノード z における客の滞在時間

(待ち時間+サービス時間)および滞在客数の平均値，

ん (k) をノード i のスループット(人/時間)とする.到

着定理から，ある客のノード z への到着時点、で出会う客

数の平均値は， L;(ι1) となり，ノード i におけるこの

客の平均滞在時聞はサービス時間 1/向を加え次となる.

St(k) ={ 1 +Lt(k-I)}/μz (14) 

値計算上の不安定現象が発生する.この問題点をさける

ため， i-complement な網に関するスループットムρ (k)

をスケーリングに利用する改良型 MVA 法， NCA 法

[20J , LBANC法[7]等改良が加えられている.プログ

ラマブル電卓向けの計算アルゴリズム CCNC 法 [7J も

提案されている.

(3) 近似型MVA法

MVA法は一般には計算に必要な記憶領域の量がたた

みこみ法に比較して多量に必要となる.その理由は， M

VAにおいては客数に関するんープとノードに関するル

ープの中で使用するデータを同時に記憶領域内にもたな

ければならない計算構造にある.この弱点、を改良するた

め，近似法を導入し記憶領域量を削減する種々の計算方

法 [6J ， [24J が提案されている. MVA法を基礎とする

近似計算法の解説と研究動向の紹介は[25Jに詳しい.

3.3 計算法の特徴

たたみこみ法系統の算法とMVA系統の算法とは各々

に特徴をもっており，実用化にさいしては目的に応じた

算法をうまく選び，使い分けることが必要とされる.

演算量は，たたみこみ法， MVA法ともに同程度の演

Little の公式とスループットの定義から以下が成り立 算量であり，本質的な差はない.記憶領域はたたみこみ

つ. 法の場合およそ客数ベクトルで張られる空間量となる.

Lt(k)=ん (k) S;(k) ( 15) 

川)=h/EazSt(h)，ん (k)=ai ﾀ(k) 

以上より，網内客数が k-I 人である網について Li(k

-1)がわかれば， (1 4) , (15) , (16) を利用して L;(k) が

計算できる.計算手I1債のプログラム風記述は以下のよう

になる.

MVAアルゴリズム(シングルサーバ網)

For k=O to K 

For i=1 to N 

Si(k)• {1 +Li(k-l) }/灼

Next 
N 

え (k)←k/{ L: aiSi(k)}

For i=1 to N 

Li(k)• ai Si(k) ﾀ(k) 

Next 

Next k 

(2) MVA法の改良

単一扱L、者の場合の上記手順は数値計算上安定である

が，複数扱い者をもっノードが網内に存在するさいはそ

のノードに関する周辺確率の計算が必要になり，アルゴ

リズムが複雑になるとともに，仮数部の桁落ちという数

224 (18) 

MVA法では記憶領域量はたたみこみ法に比べて大量と

なる. 3.2(3)に示した近似解法が開発されているが，計

算精度は犠牲にせざるを得ない.どちらの系統の算法も

数値計算上の不安定性をもっている.たたみこみ法の場

合には指数部のあふれ現象， MVA法では複数扱い者ノ

ードが存在する場合に仮数部の桁落ち現象が発生しやす

し、.

4. おわりに

待ち行列網の応用を考える時，重要な話題に積形式解

をもたない網について，分解近似法をはじめとするさま

ざまな近似計算法があるが本稿では触れられなかった.

相互に干渉をもっ複雑な待ち行列ネットワークが種々

の形の積形式をもつことは大変に興味深い.また，積形

式という扱いやすい性質の追求と解明は，理論的興味の

みならず応用面からも重要と思われる.今後の発展をさ

らに期待したい.
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