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変分不等式に対する解法とその交通流均衡問題への適用

伊藤 武寿 京都大学大学院工学研究科数理工学専攻指導教官茨木俊秀教授
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1 はじめに

ORや経済における均衡問題は変分不等式として定式

化することが可能であり，その解法についても射影法や

対角化法などが提案されている.しかし，それらの解法

の多くは，部分問題を適当な反復法を用いて逐次解くた

め，全体としては 2 重反復となる.本論文の目的は一般

的な変分不等式に対して，最適化問題の解法を拡張する

ことにより非常に実行が容易な 1 重反復の解法を提案す

ることである.ここでは，まず制約集合が凸であるとい

う従来の変分不等式に対する条件を緩和した，より一般

的な変分不等式について考察する.次に制約なしの変分

不等式，すなわち非線形方程式系に対し文献 [3J で提案

された方法を修正することにより，より緩い条件のもと

で収束する解法を提案し，不等式制約をもっ一般化変分

不等式に対しでも，最適化問題の解法の l つである乗数

法を拡張した方法を提案し， その収束性を示す. 最後

に，交通流均衡問題にこの解法が効果的に適用できるこ

とを示すとともに，数値実験を行ない解法の有効性を確

認する.

2. 一般化変分不等式

従来の変分不等式は， ScRn を空でない閉凸集合， F

を Rn から Rn への写像，く・，・〉を Rn の内積とすると，

Find x such that 

g;( エ)亘 0， i= 1 ， 2 ， ・ ， m， (3) 

を満足する点 z の集合と仮定する.そのとき，適当な制

約想定のもとでは，問題(2)は，次の問題と等価であるこ

とが容易に示される.

FindxERn, uER , i=I , 2 ,..., m , suchthat 

F(X)+ 2:::U i マg;(x)=O ， (4) 

gi(X) 三三 0 ， Ui ミ 0， Uigi=O , i= 1 ， 2 ， 田・・ ， m.

さらに， σ を正のパラメタとして，写像 H: R't+ m• 

R"みを

H(x , u) =F(x)+ I: max(O ， ui+σ gi( :Z:)) マgi(X) ，

(5) 

と定義すると，次の定理はある仮定の下で H(x， u)が z

について局所的に単調 (monotone) となることを示して

いる.

定理 x* ， ui* が(4)の鮮であり，狭義の相補条件が成

り立っとする. さらに vF(x*) 十I: Ui* マ 2gι (x*)がア

クティフな制約式の勾配の張る部分空間の直交補空間に

おいて正定値であるとする.そのとき，十分大きな σ に

対してマxH(x*， u*)は正定値となる.圃

3. 無制約問題に対する解法

制約のなL 、変分不等式は非線形方程式系 F(x)=O と

等価であり，マF(x) が任意の z において対称な場合に

は F(工 )=\7f(ょ)となる関数 f: R"→R が存在し F( エ)

=0 は無制約最適化問題 minf(x) に対する l 次の必要

<F(x) , x'-x)ミ o for all x' ES (1) 条件とみなすことができ，更にFが単調である場合には

と表わされるが，この定式化は制約集合Sが非凸の場合

には適当とはいえない.そこでSが必ずしも凸でない場

合をも含んだ，一般化された変分不等式:

くF(x) ， y)ミ o for all yETS(x) (2) 

について考察する.ただし，ここで Ts(x)は集合 Sの点

z における接錐であり Sが凸である場合には(2) と (1)は

等価となる.さらに以下では写像Fは連続微分可能であ

り，制約集合 S は 2 階連続微分可能な関数 gi に対して
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十分条件ともなっている.そこで Hammond と Mag

nanti [3J は F が対初、でない場合にまで最急降下法を拡

張した解法を提案している.つまり，現在の点s に対し

探索方向 d として -F(x)を採用し，

くF(ょ十日d )， d)=O (6) 

の直線探索規範にもとづいてステップ長 a を定め，次の

点を求める解法である .Fが対称な場合には-F(x)は最

急降下方向であり，(めは正確な直線探索に対応している.
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また， [3J においては正則なスケーリング行列Gを用

いて GF(x)に対する上述の解法の適用も提案している.

さらに，そのとき各zに対して GマF(x) と (Gy'F(x) )2 

がともに正定値となることが収束のための十分条件であ

ることも示されている.ここで提案するアルゴリズムは

直線探索における規範を修正したものであり，文献 [3J

で課せられた条件より緩い条件のもとで収束が保証され

る.

アルゴリズム 1

Step 0，正則行列 G を選び，初期点 XO を定め， k=O と

する.

Step 1.探索方向 dk=-GF(Xk) を計算し， Ildkll が十

分小さければ終了.

Step 2. ステップ長日を minimize11 G F (xk十日dk)11 よ

り求め ， xk+l==xk十日dk と更新し， k=k十!と

して Step 1 へ.

ここで生成される点列 {xk } は，以下の収束定理を満

たす.

定理 2 (大域的収束性)各 z に対して G\7F(x) が正定

値ならば，アルゴリズム 1 が生成する点列 {xk};ì F(x) 

=0 の解に収束する..

4. 不等式制約付き問題に対する解法

制約領域Sが不等式系(3)で表わされる一般化変分不等

式(2)に対して，最適化問題に対する解法の l つである乗

数法を拡張した解法を提案する.明らかに ， (xホ ， u*)が(4)

の解ならば，それは方程式 H(x， u)=O の解にもなって

L 、る.さらに，定理 i の条件が満たされるならば H(x，

u*) は x* の近傍でぶに関して単調となり ， H(x， u*) に

対しアルゴリズム l を適用することによって x* を;ぇ!とめ

ることができる.しかし，正確な u* の債を前もって知

ることはできないのでz とともに u も更新しなくてはな

らない.

アルゴリズム 2

Step O. 初期値 XO と UO を定め， k=O とする.

Step 1.探索方向 dk=-H(Xk， Uk ) を計算する. Ildkll と

Imax(-uik, ogdxk))I , i=1 ， 2 ， … ， m， が十

分小さければ終了.

Step 2, .xk+1=.xk十ak dk と更新する.

Step 3. 討を更新してが+1とする .k=k+l として Step

1 へ..
ここでステップ長田k の選び方としては， H(x， uk ) に

対してアルゴリズム 1 と同様の規範 minimizeIIH(xk+
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adk, uk)11 を用いて求める方法や， ak三α(>0) と悶定し

たステップ長を使うことが考えられる. また uk の更

新方法については次のようなものが考えられる.

① Uik+1 =uik+max(σgi(Xk+ 1 )， -uik) (7) 

(6) Iluk+1-u*11 豆 O(llxk+1 -x* lI) を満足するような Uk+ 1

の評価を用いる.

③ Iluk+l_U*II~O( Ilxk+l-X引 12) を満足するような uk+1

の評価を用いる.

これらの uk 更新方法については通常の乗数法に対し

でも，類似の方法が考察されている [ 4]. 次にこのアル

ゴリズムに対する収束定理を与える.

定理 3 (局所収束性) (x* ， u*)を定理 l の条件を満たす

一般化変分不等式の解とする.さらに，アルゴリズム 2

において的は十分小さい値に周定され， uk は③の方法

で更新されるとする.その時，初期解(XO ， UO ) が (x* ， u*)

の十分近くにあるならは，生成される点列 {(xk ， uk )} は

(xペポ)に収束する..

5. 交通流均衡問題への適用

交通流均衡問題が，変分不等式として定式化できるこ

とはよく知られている 特に，文献 [2J で与えられた定

式化においては，変数はアーク上のコストと O/D ベア

間のコストであり，制約式は不等式のみであるのでアル

ゴリズム 2 を適用することが可能である. しかし，各制

約式が O/D ベア聞の i つのパスに対応しているため，

問題の規模の増加に伴い制約式の数がし、ちじるしく増加

するので，アルゴリズム 2 を以下のように修正して適用

することを考える.均衡解においてアクティブな制約式

は，各 O/D ベア聞の最短路に対応しているので，各反

復において計算される O/D ベア間の最短路に対応する

式を制約に追加するとともに， (7)を用いて各制約条件に

対応する Uik を更新し ， ui k + 1が負となったところで第 i

制約を取り除き必要な制約のみを逐次構成する.そのた

め，すべての制約式を陽に与える必要はない.さらに，

均衡解におけるラグランジュ乗数によって ， O/D ベア

聞の需要量が各最短路にどのように配分されるかを決定

することも可能である.

6. 数値例

まずアルゴリズム i に対して数値実験を行なL 、， [3 J 

のアルゴリズムでは収束しないがアルゴリズム 1 では収

束する問題が存在することが確かめられた.また， f相l約

領域が凸でない問題例に対してアルゴリズム 2 を適用
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し，その収束を確認した.さらに交通流均衡問題に対し

ても前節の方訟を利用してアルゴリズム 2 を適用し，同

じ l 重反復の解法である緩和射影法 [IJ よりも一般にili

く収束することを確認した.
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1.研究目的

グラソ上における巡凶路問題には， TSP (Traveling 

Salesman Problem)や VRP(Vehicle Routing Proｭ

blem) 等の緋究がある.これらは，与えられたノードを

[すべて J (一度だけ，あるいは少なくとも一度)巡るこ

とが前提て、ある.

本研究では単一線ff5il1UíÝ:Iの下でノート上に与えられた

価値を集めて巡り，合計価値を長大化することを考える.

この問題は単純かっ基本的でありながら， TS P 等とは

JJIJに巡るノートを選ぶ問題が加わる.

本研究では次の点に主眼をおいて進めた.

1) 定式化の工夫によって扱いやすい問題にする.

2) 1) の定式化の特性に合った解法を開発する.

3) 解法の特性について計算機実験を行なう.

3. 定式化の工夫と基本解法

図 1 変換されたグラフ

が，この定式化では変数型が z と y とに分離され， TS 

P の解法で有効な手法(緩和問題としての割当問題，ラ

グランジュ緩和問題など)の利用がむずかしい.この点

を解決するために以下の手順でグラフの変換を行なう.

く変換 1> :各アーク (i， j) に対し，終点にあたるノード

を P とすれば， ciP=cp ， εV一 {ρ! となる係数 cりを

与える.

JIミMfか型グラフを G(V， E) ， V , E ，土各々ノード，ア く変換 2> :各ノードにおいてセルフループを構成・し，

-~の集合とする.各ノード iεV には価値 Ci~O， 各ア 0-1 変数 Xii を与える.その係数は七ンターをノード i

-~ (i，j) εE には時間 tij孟 0，また時間制約 TC が与 とすれば Cii=O ， tii=O , iEVー {1} ; CI1 =O, t l1 = ∞， 

えられている.ごく自然な定式化では各アーク (i ， j)に とする(図 1 ). 

0-1 変数 Xii を，各ノード i にもか1 変数約を考える 以上の変換手順により定式化は (P)のようになる.

58 オベレーションズ・リサーチ
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




