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企業体の効率性分析手法
一一DEA入門 (2)一一

万根薫

111111111111111111111111 川11I111I111IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIUIIIII 日11111111111111'"1111111111111111111111111111 川1111111111111111111111111111111111111111111川11川11川川11川11川11川11川川11川11川11川11川11川111川川11川川11川川11川川11川川11川11川11川川11川11川11川川11川川11川川11川川11川111111川川11川H川H川11111111111111111111111111111111111111111111111川11111111 川111111111111 

3. D効率分析の前提条件

く F P) の制約条件は次のようなもので去る.

I; Urめj/ I; ViXり豆 1 (j =I ， ・・・ ， n) (3.1) 

Ur>O (ァ=1，… ， S)

Vi>O (i= 1, ''', m) 

このことはDMUの入力と出力の関係に関して

大きな仮説を設けたことになる.その}，r，i，について

説明する.

3. 1 活動の凸錐性

L 、ま，活動の集合をTとする .Tの要素が(3.1)

式を満たすという前提のみから選ばれると、すれば

Tは次の性質をもっ.

Al) (x ， y) εT ならば正の h に対して

(ん， ky ) 仁 T (3.2) 

A2) (X I> νIl ξT， (X2 ， YZ) 正 T ならば1);玉 À~三

l を満たす任意の」に対して，

A3) 

((j -À)Xl十 ÀX2 ， (1 ー À)仇 +Àめ) ,,1' (3. 3) 

(X ， ν) 巨 T ならば， ν1 ;玉ν， Xl;:;:X なる(f:

だ:の ν1> Xl ìこ対して

(X1 ， ν1)ιT (3.4) 

以とのことから Tは I'II~住をなす ι とがわかる.

より厳慌に口えば， U えられたデータ (X;'?!j) (j 

=1 ，・ "， n) に刈してTはうそれらの }，I，i、を含みかつ

Al) ， A2) ， A3) を満たす11l小の I l\ ltiûであ<).図

1 参照)
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図 1 凸錐T

3.2 効率性の双対LPによる考察

<L PO) の双対問題は次のとおりである.

<LPDO) 

目的関数 ffiln わ。 =fj。一 ε ( I; Sr++I;Si-) (3. 5) 

制約 fjuXijo-I;xijﾀj - 5i 一 =0 (i=1,… , m) 

ZνγjÀj-Sr+=Yrjo (ァ=1，… ， s) 

ん三o (j=1,''', n) 

Sr+ ミ o (7・ =1 ，…， $) 

SIーミ o (i=1,… , rn) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

工io I土符号無制約 (3. 11) 

ここに fjo ， À;, Sγ+ ， Siーはそれぞれ (2.2) ， (2.3) , 

(2.4) , (2.5) に対する双対変数である.ただし

(2.4) , (2.5) は J!\泌氏小 11二数 ε 金導入して (2.18) ，

(2.19) の形にして L 、る.すなわ、ら

-Ur豆一ε(7・ =1 ，… ， s) (3.12) 

-V;;;;; ε (1"= 1,… , m) (3.13) 

として取り扱っている.

この双)(，j問題を J11 ~、て D効中性を検"、I してみ

る.
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(品 jo がD効率的である場合

そのときくL PO) の最適目的関数値は 1 であ

る.

Zjo*= 1 

よって，双対定理より <LPDO) の最適目的関

数値も l である. ε が無限小ではあるが正数であ

ることに注意すれば

fj/= 1 

Sγ+*=0 (1・ =1 ， ..., s) 

Si-*=O (i =I , ..., m) 

(3.14) 

であることがわかる.さらに，相補性定理より

Åjホ =0: j E E (jo) のとき (3. 15) 

であることがわかる.ここに E (jo) は D効率的フ

ロンティア

E(jo) = {j : L. Ur*Yη - L.VグXij=O，

j=l ,…, n} 

である.

以上のことから

fijO*= 1 

Sr+*=O (r= 1，・..， s) 

Si-*=O (i =I ,…,m) 

ん*=I:j=jo のとき (3.16) 

=O:j学jo のとき

とすれば，これらの値はくLPDO) の最適解であ

ることがわかる.そしてん*の値(j=jo のときし

それ以外のとき 0) はDMU jo の効率性が自分自

身の入力と出力の比率によって決定され得ること

を示唆している.この点で次に見るように，非効

率的なDMU といちじるしく異なる性格をもつの

である.

(防 jo がD非効率的である場合

このとき

Zjo*< 1 

であり，双対定理より

fjo*< 1 

となる.また相補性より

ん。*=0

(3.17) 

(3.18) 

である.よって (3.6) ， (3.7)は次のようになる.

46 

fjO*XijO= L. Xijﾅj*+Si-* 
Jε E(jo) 

(i= 1,… , m) (3.19) 

めjo= L. νγJえJ*-sγ+* (r= 1,… , s) 
jeE(jO) 

ベクトル記号を用いれば次のようになる.

fjoXjo= 乙ん*Xj+Sー*
jeE(jO) 

νjo- L. ﾅj*Yj-s+* 
jeE(jO) 

(3.20) 

(3.21 ) 

(3.22) 

この式は活動Tが満足した 3 つの性質A1) ， A 

2) , A3) をもとに解釈することができる.まず

(L.ﾅj*X;' L.ﾅj*Yj) = L. Åj*(x ;， 釣) (3.23) 
E E E 

であるから左辺の活動は右辺にある効率的フロン

ティアの活動の非負 l 次結合として表現される.

さらに sーへ S+* の非負性と性質A3) より

(L. Åj*Xj+Sーへ L. Åj*Yj-S+*)

は l つの活動である.さらにfjo*< 1 であるから，

活動 (Xjo ， Yjo) は効率的フロンティア活動によっ

て完全に記述されたことになる.すなわち DMU

jo を除いて Tを作ったとしても，それを加えた

場合のT と同一であり，それが他の効率的フロン

ティアの内に埋もれてしまうことを意味する.経

営体としては“特色"の少ないことを示している.

このような活動を効率的フロンティアまで引き

kげる l つの方法は

(1) スラックダ*および S+* をゼロにする…入

力の遊びをカットし出力の不足を補う.

(2) さらに fjo*Xjo を新入力とするようなー率

の入力削減を行なう • (ljo*< 1 であることに

注意)

こうすれば，活動 joは効率的フロンティアに引

き上げられる. もっとも|二の方法はあくまでも l

つの考え)jであり、状況に応じてさまざまな対応

が考えられる.

また，繰り返し注意したいことは， J二記の分析

は活動の集合TがA1) ， A2) , A3) を満たす場合に

だけ通用するということであり， この前提条件が

満たされな L 、場合は，それぞれの場合に応じた検

討が必要となる. この点に関しては第日節におし、

て再考する.
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表 1 入力と出カ

活動(j) I 2 3 4 ラ 6 

入力(Z1J l 4 6 8 4 2 10 

X2j 3 2 2 4 

出力 Xj

4. 説明的例題

ここでこれまで述べてきたことを，小さい例題

をもとに説明する. 2 入力出力のシステムを

考える. 6 コの活動があり，その入力，出力の値

は表 1 のとおりとする.

出力がすべて l になっているが，これは各活動

の出力が等しくなるように入力値を調整した結果

である. 1 出力の場合はこのような調整ができる

が，一般的には不可能である.次のDMUについ

て検討を進める.

(品) jo=2 の場合

このときくL PO) は次のようになる

max Z2=U 

制約 6V1+2v2= 1 

U-4V1-3v2~五O

U-6V1一 2V2~五o

U-8V1-V2豆o

U-4V1-2v2;;玉o

U-2V1-4v2話o

u-l0v1-v2孟O

u~ε， V1 孟 ε， V2 ミZε

この LP の最適解は次のとおりである.

Z2*=u*=6/7 

む1*= 1/14 

り2*=2/7

(3.24) 

Z2ホ <1 であるから活動 2 は D効率的で、はたい.

この活動に対する効率的フロンティアは j='3， 4 

である.すなわち

E (2) = {3, 4} 

である.

L P (3.24) の双対問題は次のようになる.

min '2=/2-1>(5++51-+52-) 

1988 年 1 月号

制約 6β-4ﾀ1 -6ﾀ2 -8ﾀ3 -4ﾀ4 - 2ん一1OÀ6

-51-=0 

2/2 -3ﾀ1 - 2À2ーお-2ん-4À5ーん

-S2-=0 

え1 +À2+À3十ん+ん+À6ーダ =1

えj~O (j= 1,…, 6) 

s+ 孟0 ， S1ーミ0 ， S2- 詮O

この双対問題の最適解は

'2*= /2*=6/7 

}.3*=2/7, À♂=5/7 

その他の Àj* とどへ 51-* ， S2-* は O である.

このことより活動 2 の入力ベクトルは

6/7*(6, 2) =2/7*(8,1) +5/7*(4, 2) 

出力は

1 =2/7*1 +5/7*1 

として活動 3 ， 4 により表現される.前に考察し

たことにより活動 2 の入力を一様に 6/7(=β*)倍

した点

6/7*(6 , 2) 

はD効率的な活動である.

E (2) に入っている活動 3， 4 がD効率的である

ことは容易にわかることである.

(b) jo=1 の場合

jo=1 に対しては， E (1) = {4，ラ}であり活動 1

は非効率的である.活動 5 はD効率的である.

(c) jo=6 の場合

このときくL PO) は次のようになる.

ロlax Z6=U 

制約

1Ov1+v2= 1 

U-4V1-3V2豆0

U-6V1-2V2壬0

U-8V1一町三五o

U-4V1-2町三o

U-2V1-4v2豆o

u-l0v1- v2 孟O

u~ ε， V1 ミε， V2 ミ;;e

この LP の最適解は
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u*=1-2ε 

Vl* ニ二 ε

V2*= 1-10ε 

であり，活動 6 はD効率的ではない.この LP の

双対問題は次のとおりである.

min 1;;6= !6-e(S++SI-+S2一)

制約 1O!6-4Àl-6ゐ-8ゐ-4ん-2ん

-lOﾀ6-51-=0 

!6-3ÀI-2À2-Àa-2ん-4んーん

-52-=0 

ん+ゐ+ゐ+ん+À5十お-s+=1

ん註o (j= 1,…, 6) 

s+ ミ 0， 51- 主主 0 ， S2- 主主O

この LP の最適解は

!6*=1 

ﾀa*= 1 

51-*=2 

その他のん*，どへ S2ー*は O である

また

I ソ

y 

¥Jfh l! 日
九三ベ.3 ・ 6

一ど 1 

1) 2 .l (5 10 

図 2 例題の図解

1;;6*= 1-2ε 

である c の結果，活動 6 の入力は次のように表

オっさh る.

(1 0 , 1)=(8, 1)+(2, 0) 
••? 

活動 6 活動 3 スラック

効率的な活動 3 にスラックを加えたものが活動

6 であり，しかも出力は同じであることから非効

率的であることがわかる.

図 2 に各DMUの入力他と効本的フロンティア

をぷす.

日本OR学会入会のご案内

当学会の会員は次の 4 種類となっています.

名誉会員 特に学会で推薦された個人

正会員個人 年会費12 ， 000円入会金1 ， 200円

学生会員個人 年会費量 5 ， 000円入会金600円

貨助会員法人A種年会費95， 000円)
ト入会金不要

法人B種年会費48 ， 000円)

-個人会員には当繊関箆(月刊オペレーションズ・リ

サーチ)と論文誌(季刊 Joumal of the Operations 

R個個，reh Soeiety of Japan (和名:日本オベレー

ションズ・リサーチ学会論文臆))を 1 部，貸助会員

には 1 口につき 2 都無料配布します.

・論文総への投稿，研究部会への参加ができます.

・春，秋 2 回の研究発表会，シンポジウム，月例鰐演

会， ORセミナー，各支部主催の研究会や講演会等

の学会主催の催しへの優先参加ができます. (参加

費を必要とする場合も非会員のだいたい半額程度で

す)

・賛助会員はO R企業サロンに参加できます.

|入会手続き|
入会ご希望の方には，会費振込用紙・原簿等の必要

書類をお送りいたします.なお，ぜひ入会していただ

きたい方がいらっしゃいましたら，紹介者ご記入のう

えお送りください.

社団法人 日本オペレーションズ・リサーチ学会

.113 東京都文京区弥生 2-4-16 学会センターピル ( (03)815--3351--2 
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