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非線形最適化問題に対する

分枝限定法の適用

正道寺勉

11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川11川11川川11川川11川11川11川川11川川11川11川川11川11川11川川11川川11川川11川山11川川11川川11川川11川川11川川11川川111川111川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川111川川11川11川川11川川11川11山川11川川11川11川川11川川11川川11川111川l川川11川川11川川11川川11川11川11川川11川11川川11川川11川川11川11川11川11川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川11川11川11川11川川11川11川11川川11川川11川11川川11川川11川11川111川11川11川川11川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川山11川川11川111川川11川川11川11川11川川11川山11川川11川川11川川11川川11川川11川山11川川11川川11川11川川11川川11川11川川11川川11川山11川川11川川11川11山11川川11川11川11川11川11川11川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川11川11川11川11川11川川11川川11川川11川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川11川11川11川111川11川川11川川11川川11川川11川111川川11川11川11川111川川11川川11川川11川11川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川11川11川11川11川川11川川11川111川11川11川川11川川11川11川川11川11川川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川11川11川11川11川川11川11川川11川川11川11 | 

1. はじめに

本号の特集テーマである「分校限定法」とその周辺に

関する記事は，本誌を振り返っただけでもすでに「組合

せ最適化J (1 974年 9 月号， 1986年 1 月号)， I数理計画

法J (1 977年 6 月号ー)と L 、う特集が企画されており，さら

に特別講座 [7J やOR学会整数計画法研究部会の総合報

告[13J という形でも取り上げられてきた.

巡回セールスマン問題(行商人問題ともいう)に代表さ

れる整数計画問題を解くための，代表的手法である分校

限定法は，広く一般に知られている [8]. しかしながら，

日本て、は分校限定法の非線形最適化問題への適用に関す

る話題は，これまであまり取り上げられていなかったの

で，本稿ではこの点に焦点、を合わぜて述べること fこする.

2. 非線形最適化問題

本稿で扱う最適化問題は，次に示す[問題PJ によっ

て表現されるが，一般の最適化問題では ， Dが有界閉集

合であると L 、う制約はない.しかしながら，変数の定義

域を定めることにより ， Dが有界閉集合でない問題も扱

うことができる.

[問題PJ 有界閉集合 DcRη と関数 f: Rn→R が与

えられたとき，

f(x*)=maxf(x) (or min f(x)) 

を満たすベクトノt.- x*ED を見つけよ.

ただし，集合 D は g;(x) 豆 O (i =1 ， 2 ，'..， m) なる

不等式系によって定義される集合で， gi: Rη→R 

(i =1 ， 2 ， ...m) である.
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[問題PJ における集合 D は，一般に複数個の制約条

件式によって定まる制約集合(基礎になる空間Xの部分

集合)で，許容領域または実行可能領域と呼ばれる.こ

こでは，基礎になる空間 X を n 次元ユークリッド空間

Rπ としているが， 現実問題を考える上での距離空間と

しては自然であろう.

さて，この最適化問題において， 目的関数f と制約関

数 g の少なくとも一方が非線形関数である場合を非線形

最適化問題，または非線形計画問題と呼ぶ.特に， 目的

関数fが凸(凹)関数で，制約関数gが凸関数のとき，

この問題を凸(凹)計画問題と呼び，多くのアルゴリズ

ム(目的関数の単峰性が保証されているため，この性質

をうまく利用できる)が知られている.本稿で議論する

非線形最適化問題は，関数 f ， g が凸関数でない一般の

非線形最適化問題を想定しており，多くの局所解が存在

するのが普通である. 4. で述べる分校限定法にもとづい

た 2 つの手法は，いずれもこのタイプの問題を解くため

に考え出されており，凸計画問題に対しても適用でき

る.

ここで，分枝限定法の考え方を必要とした問題の背景

を考えてみよう.解こうとしている問題が難しい場合(た

とえば，問題のサイズや関数の非凸性に起因する場合な

ど)には，何とかしてより易しい問題に変換して解これ

と L 、う試みがなされる.

7êの問題をより易しい問題に変換して解く方法として

t士、，

(a) 元の問題の制約条件や目的関数にともなう制約な

どを緩めて得られる緩和問題を解くことによって，元の

問題の解を得る方法，

(b) 元の問題を分割して得られる部分問題をすべて解

くことによって，定の問題の解を得る方法，などがよく

知られている. (a)の場合には，緩和問題を解いて解が存
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在しなければ，元の問題にも解は存在せず，緩和問題の

解が元の問題の許容解であれば解が得られたとする考え

方である.

一方， (b)の場合には，元の問題に解が存在しなけれ

ば，それを分割した問題にも解は存在せず，もし解が存

在する場合には，分割された問題のいずれかの解と一致

することから，解が得られるとし、う考え方である.分校

限定法の基本となる考え方の 1 つに(b)の考え方 (3. で述

べる分校操作に相当する)があり，最適化問題を解く場

合には，緩和法と分校限定法を組み合せてアルゴリズム

を構成することも多い.

3. 分枝限定法

列挙法(シラミ演し法)の一種である分校限定法は，誕

生の当初より組合せ最適化問題を効率よく解くために考

え出された計算原理で，基本的な考え方はきわめて簡単

なものである.この簡単さゆえ頑健性に優れ，広い範囲

の問題に対して分校限定法が適用されており，多くの成

功を収めている.組合せ最適化問題は，離散的最適化問

題とも呼ばれ，すべての組合せを調べ上げることによっ

て解を得ることができる問題を指す.しかしながら，問

題の大きさや複雑さなどによっては，調べるべき組合せ

の数が天文学的な数になってしまい，高速のスーパー・

コンピュータを使ったとしても，すべてを調べつくすの

に何年もかかる場合がある.したがって，このような場

合には， \，、くら組合せの数が有限でそれらをすべて調べ

ればよいといっても，現実的には解けないのと同じであ

る.

とはし、っても，実際家にしてみれば現実に解かねばな

らない問題に直面したとき，厳密解は得られなくても，

何とかして近似解でもよし、から見つけだしたい，と思う

のが人の常であろう.このような大規模な問題に対処す

るため，分校限定法を利用した近似解法やヒューリステ

ィック解法などが提案されている.分校限定法に関する

一般的な記述は， Lawler-Wood[9] , Mitten[10]，茨

木[8Jなとに詳しく，分校限定法の基本となる考え方は，

次のとおりである.

与えられた[問題PJ を直接解くのが難しい場合には，

より易しい部分問題 (Pl ， P2 ， … ， Pk) に分割し，その部

分問題をすべて解くことによって[問題PJ を間接的に

解こう，とし、う考え方である.部分問題 pi (i=1 , 2, …, 

k) は，

20 

I [部分問題 Pi]

max f(x) , 

subject to xEDnxi , (i=1 , 2, … , k). 

ただし ， XiCX は (ù X仰D となるように選
ばれる.

で表現され，記号の意味は， [問題P]の場合と同じであ

る.したがって，各[部分問題 PiJ の最適解 x(日が求ま

れば，

f(x*) =maxi {f( xωJli=1 ， 2 ，...， k} 

を満足する[問題 P] の最適解 x* が得られる.部分問

題 Pi の中で， 分割しでもなお解くのが困難な問題があ

る場合には，上で‘述べた考え方をさらに適用すればよい.

ただし，分割だけを繰り返して解こうとすると列挙法と

同じになり，膨大な数の部分問題が生成されることにな

る.そこで，解くべき部分問題の数をできるだけ少なく

する工夫をして問題を解こう，というのが分枝限定法の

基本的な考え方で，次に示す 2 つの基本となる操作が分

校限定法という名前の由来にもなっている.

①分枝操作:直接解くことがむずかしい問題を，より易

し L 、 L 、くつかの部分問題に分解する操作のことで，分解

操作ともいう.

②限定操作:分校操作によって生成された部分問題のう

ち，どの部分問題を調べ，とーの部分問題を捨てるべきか，

を判定する操作のこと.

ある問題を部分問題に分解する方法や，分解された部

分問題を限定する方法は，数多く存在するであろうこと

は容易に推測できる.それゆえ，分校限定法の考えにも

とづいたノ効率のよいアルコリズムを構築しようとするな

ら，解こうとしている問題の構造をよく調べ，その構造

に適した分校操作と限定操作を行なう必要がある.

4. 分枝限定法にもとづいたアルゴリズム

本節では，非線形最適化問題を解くために提案された

分校限定法にもとづく 2 つのアルゴリズムを紹介する.

非線形最適化問題に対して，分校限定法が有効であるこ

とを初めて示唆したのは，恐らく Lawler-Wood[9] で

あろう.

彼らの論文には，次に紹介するアルゴリズムのもとに

なる考え方がすでにぷされている.

4. 1 Falk-Soland のアルゴリズム

Falk Soland[3]は，次のような大域的最小化問題を

解くためのアルゴリズムを提案した.

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



[問題 p'J
符Z

min ﾘ(x)=I: ﾘ;(x;) , 

subject to xECnD躋n. 

ここで， Dは不等式系の制約式によっ

1 て定まるコンパクト凸集合で， C は C=

{xε Rnlai;;;;Xi~玉 ßi' i=I ,2, ...n} と定

義される R勾の矩形部分集合である.

彼らの提案したアルゴリズムは，前述の緩

和問題に変換する方法と分校限定法を利用し

ており，アルゴリズムの中で凸包絡線 (con

vex envelope エピグラフと凸包の概念に

もとづいている)が重要な役割を演じている.すなわち，

分離可能な目的関数 (separable objective funetion : 

凸である必要はなL、)を凸包絡線による凸関数に置き換

えることにより，目的関数を緩和している. Falk [2J に

よる凸包絡線の説明は，以下のとおりである.がをある

集合 CçRn上で定義された任意の関数であるとしよう.

集合:

引 ゆ， ψ

-
v
m
川V ψ 

〆「\
CC=Dψ 

，-一一一一一一~一一一一一一一一、

[ゅ， CJ={(.;, x) 1.;~Ø(x) ， XEC} 

l土砂のエピグラフと呼ばれ，ゅのグラフ上とそにl上方に

ある Rn叫上のすべての点から成り立っている.それゆ

え ， [Ø, CJ の凸包 [Ø， C]C ，土 [Ø， CJ を含む Rn+1 上

の最小の凸集合である.この集合の下側部分がF白のグラ

フ，すなわち，

D9'={xl (.;, x) E[ゆ， CJC for some .;} 

なる領域 D9' で定義されるゅの凸包絡線:

型r(x) =inf {.;I (.;, x) E [Ø, CJC} 

を形成する.図 1 は，一変数関数に対する凸包終線を表

わしたものである.もし関数ゆが凹関数なら，その凸包

絡線型「は与えられた関数のグラフの端点を通る l 次関数

である.

また，問題が解をもつためには ， CnD が空集合でな

いとし、う条件の下で D がコンパクト凸集合かつゆ， g

が C上で下半連続であり，ゆが C上で分離可能てあるこ

とを仮定している.

アルゴリズムは，一連の実行可能解の点列 {x"} を生

成し Xk は CnD 上の区分的凸関数の最小化を含む問

題 pkの解となっている.問題 pkは，分校限定t却こより

問題 pk-l から生成され，分校操作は C をよりづ\さな短

形に分割することに対応している.一方，限定操作は分

割された矩形領域とDとの共通集合におけるがの下界{直

を決定した上で，さらに調べるべき部分問題を逮P定する

ことに対応している.

1988 年 1 月号

z r 

図 1 一変数関数に対する凸包絡線

さて，アルゴリズムの具体的な説明に入ることにしよ

う.最初に考える問題 Pl は，元の問題 P のことで次に

示すような形をしている.

[問題 P勺

min 7f/l(X) , 

subject to xECnD. 

ここで， 7f/l(X) は C上で定まるゅの凸包絡線で，

D={xlgτ (x) 豆 0 ， i=I ， 2 ， … ， m} である.

もし ， gi が凸関数であれば，問題 pl は凸計画問題と

なり， 簡単に解を得ることができる.仮に x1 が問題

Plの解であるとしよう.このとき，もしゅ (X1)= 7f/l(X1 )

なら，型rl(X1 ) は CnD 上でのゆ(x1 ) の下界を与えるの

で， x1 は元の問題 P の解である.しかしながら，一般

には酢 (x1)< ゆ (x 1 ) なので，集合Cを分校限定法を用い

て 2 つ(もしくはそれ以上)の短形部分集合に分割し，

再び分割された短形部分集合上における引x) の凸包絡

線が最小化される.アルゴリズムのあるステップにおL 、

て，世 (x*) =minkj{Ø(xkj)} であるとしよう.このとき

Zキは ， xkj に対応しているものとする . Ø(xキ)はこの時

点において，問題Pの最適値(最小値)の上界値である

から，問題 PkJ の最適値がゆ(x*) より大きいか等しけれ

ば問題 pkj をさらに分割する必要はない.すなわち，そ

の中で最も小さい値に対応する Cの短形部分集合をさら

に分割すると L 、う手続きを繰り返し，

。(Xkj)= 7f/kj(Xkj) ， (j =1 ， 2 ，…， ρk) 

xkjεCnD 

となる xkj が得られれば，アルゴリズムは終了する.こ

こで ， k はアルゴリズムの第 k ステップを表わし ， Pk は

第 k ステップにおいて生成されたCの短形部分集合の個

数を表わす. したがって ， xkjECkj(j= 1, 2, '''， Pk) は

CkjnD において Ckj 上で定義されたゆの凸包絡線

事rkj ，を最小にする値で，問題 pkj の l つの解である.
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このアルゴリズムは， Soland [21J によって制約集合

Dが非凸集合であっても使えるように拡張された. Hoｭ

rst[ 4, 5J は， Soland のアルゴリズムを基にして，新し

い分校限定法タイプのアルゴリズムを提案している.主

な相違点は，制約領域を短形分割する替わりにコンパク

ト分割を行ない，凸包絡線の使用を要求していないこと

である.さらに，目的関数の分離可能性をも要求してい

ない. Falk-Soland と Horst のアルコリズムの収束性

が Benson [IJ によって議論されている.

最近， Horst-Tuy [6J は Horst のアルゴリズムを一

般化したアルゴリズムの概念を提案している.

4. 2 Lipschitz 定数を用いたアルゴリズム(注1)

関数のグラスが Lipschitz 連続である場合の非線形

最適化問題に対しても，やはり分校限定法にもとづいた

アルゴリズム [20 ， 14, 15 , 17 , 12J が提案されており，

Lipschitz 定数を用いて部分問題を限定しているのが特

徴である.アルゴリズムが対象としている問題は， 2. の

[問題 PJ における関数f， g が f:Rη→R， gi: R n• R 

(i =1 ， 2 ，"'， mJ で，共に Lipschitz 連続関数を仮定して

おり，各変数の定義域があらかじめ， Xi E [αi ， biJ と定

められていることを仮定している.また，等号制約条件

式が含まれている場合には，不等号制約条件式を用いて

等価な問題に変換できる. (常に変換可能とし、うわけで

はないが，実際問題を考える上では問題なく変換できる

ことが多い)

次に，アルコリズムを述べるために必要な定義と定理

を述べておこう.

定義 1 空でない集合 XcRη の任意の部分集合 S に対

して，関数 f と部分集合 S にのみ依存する，ある定数

K>Oが存在し，任意の 2 点 X" X2ES が与えられたと

き，

1 f(x2J -f(x1J 1 ~三 Kllx2 -x 1 11 ，

が常に成り立てば，関数 f: Rn→R は Lipschitz 連続

であるという.ここで， 11 ・ 11 はユーグリッド・ノルムで

ある.口

定義 1 の幾何学的な解釈は ， Rl上に有界部分集合 Sc

Xと任意の 2 点的， X2ES が与えられたとき ， S 上にお

いて関数fのグラフが有限の傾きKを持つ 2 つの l 次関

数 y=f(XIJ 士 Kl x2- Xll で挟まれることを意味する.

すなわち，定義 1 の式を満たす適当な定数 K>O が見つ

けられれば，関数fの集合S上での大域的最大値の上界

(注 1 ) 本項の研究の一部は，昭和62年度学内特別研究

費の援助による.
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{直と大域的最小値の下界値が得られることになる.この

事実より，集合 S を分割することで I X2- X， 1 を小さくす

ることができ，関数fの上界値，下界値を改善すること

ができる.以上のことは，次元を拡張しても成立する.

Lipschitz 定数を用いたアルゴリズムは，上で述べた

ことを実現するため，分校限定法の考え方をもとに構成

されている.アルゴリズムの中で重要な役割を演じてい

るのが Lipschitz 定数(計算方法は参考文献 [15J を参

照)であり，部分問題を限定するための根拠となる定理

1 もLipschitz 定数に依存している.

定義 2 区閣の直積集合を C= 日 [ai ， b山制約条件式

によって定まる制約集合を

D={xIXERペ gj(x) 豆 0 ， (j=1 , 2,… , m) }, 

そして実行可能集合を F={xIXECnD， x E Rn} と定

義する.口

F=Cでない場合には，実行可能集合F を見つけて，

Fのみを分割するのは一般に困難なので，本アルゴリズ

ムでは区間の直積集合Cに着目し cを分割する過程に

おいてFを見つけだす，とし、う方法を取っている.正確

には，各反復時点において分割された小領域で， Fを覆

うことのできる最小の被覆集合 AコF を見つけており

[18J，集合Aは実行可能集合Fを緩和している. (4.3の

図 2 と図 3 を比較されたい)

定義 3 Cの分害IJは二分法(各変数の区聞を半分に分割

する方法)で行なし、，分割された領域を分割小領域と呼

び， Ckj (j =1 ， 2 ， … ， mk) で記す.その中心点を分割小領域

の代表点と呼び， pkj (j=1 ， 2 ， … ， mk) で記す.ここで，

h はアルゴリズムの第 h 反復であることを示し mk は

第 k 反復において生成された分害Ij小領域の{回数を示す.

mk 個の分割小領域の問には， C= U k (U j Cki), Ckj n 
Ckjl= ゆ(j芋 j') とし、う関係が常に成り立っている.口

定義 4 短形集合の径(有界な点集合の径とは，その集

合に属する 2 点間の距離の上限をいう)は，対角線の長

さであるから，半径はその 1/2 である.したがって，分

割小領域 Ckj の代表点 pkj を中心とする最大半径 Mk

を，次のように定義する.

Mk={I: (ri/2k+1)2}112. 

ただし ， ri=bi-ai!i= 1 ， 2 ， … ， n) である.口

定理 1 目的関数fの Lipschitz 定数を Lip (f)，分割

小領域 Ckj の代表点 PkJ での関数値をfkJ=f(Pkj) ， そ

れまでに得られている目的関数の最大値を fk* としたと

き，アルゴリズムの第 k 反復における fkJ に対して，

fk*>fkJ+Lip(f) Mk> (j =1 , 2, ・・ ， mk)
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となる fkj が存在すれば，点 pkj を含む Ckj 内には，

fk* よりも大きな値は存在しない.ロ

(証明) 任意の点 QECkj をとれば，定義 1 より

f(Q) 壬 fkJ+Lip (f) Mk> (j=1 , 2, … , mk) 

が成立する. もし， 定理 l の式が成立するとすれば，

fkJ+Lip(f) Mk<fk* , (j =1 ， 2 ， … ， mk) であ ~I ，上の

2 つの式から f(Q)<f帥となる.置

以下に，アルゴリズムの概要を示す.

step 1 Lipschitz 定数，変数の定義域，収束判定のた

めの定数 ε>0，反復回数: k← 1 を入力する.C の最

大半径 Mo， C の代表点 PI1 における関数値 /0* を計

算する . Mo={ r: (r-i/2)2 }1 /2( r-i=bi-ai , i= 1, 2,…, 

n) , fO*=f(P"). 

step 2 n 次元直積空間Dを二分法により分割する.分

割された個数を mk とする.

step 3 CkJnD (}=1 ， 2，… ， mk) が空集合であるかどう

かの判定を行ない，空集合の場合には対応する分割小

領域を捨てる.さもなければ，保存しておきは巴P 4 へ

ゆく.保存すべき分害Ij小領域が 1 つもなければ，アル

コリズムを終了する.

step 4 分害Ij小領域 Ckj の代表点 PkJ での目的関数の値

fkJ=f(Pkj) を計算する.

step 5 jk*=maxkjfkJ (j =1 ， 2 ，...， mk) を求め fk*=

max{fk* , fk-t ，*} を大域的最大値の下界値 (t 、わゆ

る暫定値)とする.

step 6 分割小領域の最大半径 Mk=Mk- t!2 を計算す

る.

step 7 {Lip(f). Mk/lfk*l} 三 ε

を満足すれば，アルゴリズムを終了する.さもなけれ

ば， step 8 へゆく.

step 8 上界値テスト:定理 i より，

fk出 f(PkJ)+ Lip (f) ・ Mk

を満たす探索点 PkJ を含む分割小領域をすべて見つ

け ， k←k+1 と置き step 2 へ戻る.口

step 7 の収束判定条件は，このアルゴリズムが「近似

アルゴリズムであることを示している.その理由は，目

的関数 f の大域的最大値を j* (以下の議論におし、ては

f**O を仮定している)としたとき ， jk率三f本正fk*+Lip

(f) ・ Mk が定義 l より成立している.上の式を変形す

ることにより，相対誤差は，(f本一fk*)/If円三 Lip (f).

Mk/lfペとなる.さらに， fk*壬 f* であることより，

Lip (f)・ Mk/lf*1 壬 Lip (f)・ Mk/lj叫が成立し，

相対誤差の上限値を各ステップごとに計算できる.した

1988 年 1 月号

がって，アルゴリズムは step 7 の収束判定条件: {Lip 

(f) ・ Mk/lfk*l} 手 ε において，(fホ -fk*)/げ*I~玉 ε を

満たす近似最適値 jk* を得ることができる.

ここで，アルゴリズムの理解を容易にするため 2 変

数関数を例にとって説明しよう.本アルゴリズムが適用

できる関数は， Lipschitz 連続関数のクラスであると前

に述べたが，厳密には次に示す[例題 1 J のように，目的

関数や制約関数が j(x， y) = Ig(x, y) I なる合成関数で表

わされる場合でも，関数 g が Lipschitz 連続であれば

よい.また， 目的関数や制約関数が Lipschitz 連続関数

からなる合成関数でもよく， Lipschitz 連続関数の和，

差，積，商で表わされる場合にも適用できるので，関数

のクラスはもう少し広くなる.アルゴリズムの動きを説

明するための例題は，次のとおりである.

[例題 1 J 

Ix2ーが|→max，

s. t. x2+併話 1 ， (x ー1) 2+が孟 1 ，

1;豆 x~玉 1，一 1 ~玉 y豆 1.

図 2 は，目的関数の等高線と 2 つの制約式を表わして

おり，影をつけたところが実行可能集合である. [例題

1 J は，最適解 (x ， y)=(I ， O) において最大値 l をとる

ことは図 2 からも明らかである. 図 3-図 5 は， [例題

1]にアルゴリズムを適用したとき，各反復時点におい

て，さらに調べるべき分割小領域(影をつけた領域)が

どこであるかを示しており，反復回数が増加するにした

がって，調べるべき分割小領域の和集合が，次第に小さ

くなってし、く様子がよくわかる(注 2).このアルゴリズム

は，収束判定条件を満足した時点で停止し，最大値を含

む領域の代表点とその点での関数値が得られ， 目的関数

が同一最大値を複数個含む場合にも適用できる.同一最

大値もしくは最大値と似通った関数値が，複数個存在す

る場合には，残された領域の連結成分を数えることによ

り，アルゴリズムが停止した時点において，いくつの峰

が残されているのかがわかり，なおかっその領域の座擦

もわかるという利点、がある.

以上，筆者の提案したアルゴリズムの概要について述

べたが，水野[IIJはこのアルゴリズムにもとづいて，目

的関数のグラジェントがリプシッツ連続であるクラスに

対し，分割の仕方に工夫を加えた方法を提案している.

(注 2 ) 図 4 と図 5 では，見やすくするため区間領域の

全域にわたって格子を切っているが，アルゴリズムで

は前のイタレーションにおいて残った領域のみを分割

している.
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図 2 目的関数の等高線と制約関数

4.3 分枝限定法を用いたアルゴリズムの考察

非線形最適化問題を分校限定法によって解くアルゴリ

ズムは，連続変数を分割するため分害Ij操作が無限となり，

一般的には近似解法である.木稿で紹介したアルゴリズ

ムは，いずれも厳密解を与えるのはむずかしいが，大

域的最適解の ε一近似解を与えることは保証している.

Falk-Soland のアルゴリズムの欠点は， 多変数関数の

凸包絡線を簡単に見つけられないことであり，筆者の提

案したアルゴリズムの欠点は，変数の数が多くなった場

合，一般に調べるべき部分問題が指数的に増大する傾向

にあることである.

一方 2 つのアルコリズムを分校限定法の立場から眺

(-1, 1) )
 

4
1
よ

'
 

I
 

(
 

( -1，一1)

図 3 2nd iteration において残っ

た分割小領域の状態

なっている.しかしながら，記憶容量その他の兼合い

で，深さ優先探索法やそれらを組み合わせた方法も構成

することができる [19]. また，分校限定法が使えるため

の条件は，変数の定義域があらかじめ定まっていなけれ

ばならないことである.この制約は，一見大きな欠点の

ように見えるが，現実の問題を解く上では，変数に何ら

かの制約(たとえば，装置の設計上，設定できる温度や

圧力の範閉が制限される)がついていることの方が多い

ので，欠点とはならない [16]. 数値実験結果は，紙数の制

約から省略したが，興味のある方は参考文献[14J-[19J

を参照されたい.

5. おわりに

めてみれば， Falk-Soland のアルゴリズムは目的関数 大域的最適解の近似解を得るためのアルコリズムは，

を凸関数に変換しているため深さ優先探索法になってお 今のところ分枝限定法を基礎にした方法が最も台効であ

り，筆者の提案したアルゴリズムは，各反復時点におい るように思われる.また，分校限定法にもとづいたアノレ

て同時に複個の峰を探索しているため，幅優先探索法に ゴリズムは，大域的最適値の上界と下界を正確に求める

図 44th iteration において残

った分割小領域の状態
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図 55th iteration において残っ

た分割j小領域の状態
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ことにより，大域的最適解を含むシャープな区間を見つ

けるためのインタパル・アナリシスとも一脈相通じると

ころがある.アルゴリズムを構築するさいには，問題の

構造をよく調べ，その問題特有の分校限定法を考えた上

で，コンビュータを使用することによる情報の r スを最

小限に食い止めなければならない.すなわち，目的関数

や制約関数などの形状を表わすアナログ情報を，コンビ

ュータで扱えるディジタノレ情報を用いて， \，、かにして表

現するかが良いアルゴリズムを構築するためのもう l つ

の鍵である.

最後に，京都大学の茨木俊秀先生から貴重なコメント

を賜りましたことを心から感謝いたします.
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