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1. はじめに

冒頭から恐縮ですが，図 1 の問題を考えてみてくださ

い.デポ(配送基地)が 1 カ所，需要地が 3 カ所あり，

各地点間の移動費用が与えられている.デポの商品を積

載容量 300個のトラックで， 各地の需要 200個を満たす

ように運ぶには，どのように配送するのが費用最小とな

るであろうか.また，全部で何回の配送が必要であろう

か.

考え方はほぼ次の 3 通りに分けられる.

(a) 需要地 1 ， 2, 3 に別々のトラック便で 200個ずつ配

送する(図 2) • 

(b) 需要地 2 の需要を分割し， 半分の 100個と需要地 1

の200個の合計300個を 1 つのトラック便で配送し，も

う l つのトラック便で需要地 2 の残り半

分と需要地 3 の200個を配送する(図 3). 

(c) トラックに満載の300個の商品を積み，
市二 200

各需要地に 100個ずつ配送することを 2 行

回繰り返す(図 4 ). 

(司の場合l主総費用が 150で， 配送が 3 固

となる.

(紛の場合は総費用が 120で， 配送が 2 固

となる.

(c)の場合は総費用が 160で， 配送が 2 回

となる.

結局，費用の点でも配送回数の点でも，

(b)の配送方式がもっとも優れている.

また， 図 5 の場合はどうなるであろう

か. 今度は需要地の需要 2 が 400個で， ト

ラックの積載容量 300個より大きい. この
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とき，図 B のように，

(d) トラックに 300個分の商品を満載し， 需要地 2 へ直

行使で配送し， 残りの 100個を他の需要地の需要と合

わせて別便で送る.

とすると，必ずしも費用最小ではない.

前記の(b) ， (c)のような配送方式は「分割配達 (Split

Delivery) J と呼ばれ， トラック数・配送費用の減少な

ど，配送効率の向上をもたらす.

本稿では，この分割配送問題に対する 1 つの数理モデ

ノしを与え，分枝限定法にもとづいた解法を解説する.な

お，従来の配送路問題 (Vehicle Routing Problem) 

[IJ [4Jは分割配達を認めないため， rr各需要はトラック

の積載容量以下』と L 、う仮定があり，図 5 の状況に対し

ては配送方式仙のような解しか求まらない.
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図 1 例題 1 図 2 配送方式(同

川 YQぐに 10(
i > 5

図 4 配送方式(c)
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y 、:lOO

Q3=100 

3) 3ollzo 

。

を路 r に沿っての移動費用とす

ると，路 r を用いた配送費用は

Cr=CF+CB( 孟 0) となる.

さらに， トラックの積載容量

をQ とする.

デホ手当 Q=300

図 5 例題 2

図 B 配送方式(d)

いま，整数変数百γを路 r の使

用回数，連続変数 Xrj を路 r を

用いて頂点、 j に配達する商品の

量と定義すれば，分割配達を許

す配送路問題Pは，

本研究の動機は， )11崎製鉄側千葉製鉄所構内吃のお弁

当配送計画である.製鉄所の広大な構内に約70 力所の作

業所が点在しており，各作業所から小口は 1 個，大口は

800個程度まて、バラツキの多い注文に応じて，給食セン

ターからお弁当を配達する必要がある.給食セ/ターで

は!日延べ約九 000食分のお弁当を数台のトラックで配

達しているが， トラック l 台当りの積載容量が約 600個

なので，注文量の少ない作業所をまとめて一度に配達す

るなど，できるだけ効率の L 、 L 、配送計画を求め lヒい.作

業所からの注文量は毎回異なるので，その度に適切な配

送計画を立てる必要がある.

次に木稿で用いる記号を説明しておく.集合 S と元 a

が与えられたとき ， su {a} と S\{α} をそれぞ九 SUa ，

S\a と略記する.任意の最適化問題(・)の最適値を z( ・)，

条件Cで制限された最適化問題(・)を(・ IC) で表わす.

実数日を下回らない最小の撃数を「 α1 で表わす.

2. 定式化

デポと各需要地を頂点、に対応させ，それらを結ぶ道路

を枝とする有向ネットワーク GO= (NO , AO, C") を考え

る.ここで， NO={O ， I ， … ， n} は頂点集合， A"( 躁ox  

NO) は頂点聞の校集合 ， CO=(coij) の要素 COij(GO) は

頂点 z から頂点、 j への移動費用とする.頂点。をデポ，

それ以外の頂点を需要地とし，頂点 j(=1 ， 2 ， ・・ ， n) の商

品需要を qj(GO) とする.また，

R: 頂点。を出発し，頂点 0 へ戻るすべての路の集合

(R={1 , 2, …, M}) 

Rj: 頂点 j (二井 0) を通る路の集合(RjçR)

N: 需要地に対応する頂点集合 (N={1 ， 2 ， ー・ ，n}) 

Nγ: 路 r (ER)に含まれる頂点、集合(Nγ çNI

とする. 明らかに， 任意の路 r (E R) と任意の頂点 j

( EN)に対して，

rε Rj<--->jEN十 (1)

である . CF( ミ 0) を配送 i 回当りの固定費， CB( 孟 0)

1988 年 1 月号

min .L: crYr 
reR 

sub. to .L:_ Xrj;三 Qyγ， r E R 
JE1Vγ 

(2) 

(3) 

.L: Xrj=qj , jEN (4) 
reRj 

O;;;;Xη;豆 qj， jε N" r ε R (5) 

Yr E {O ， I ， ・・ }, r ε R (6) 

と定式化できる.この数理モデルは施設配置問題(Faci

lity Location Problem) [3J と呼ぼれる混合整数計画

問題の一種である.したがって，路集合Rが与えられれ

ば，既存の施設配置問題のアルゴリズムで問題Pを解く

ことができる.しかし実際には，頂点数 n が比較的小さ

くても，路の総数M=IRIはかなり大きく Rを前もっ

て完全に求めることは不可能である.本稿では，この路

を次々に生成する方法と分校限定法の組合せを考える.

ある最小化問題Pに分校限定法を適用することは，元

の最小化問題Pをより小さな子問題に次今に分書Ijし，図

7 のような列挙木を構成する過程と見なせる[3J [2]. 

このとき，①分割で生成された子問題 Pk が解ける，②

子問題 Pk に許容解がない，③子問題 Pkから元問題Pの

最適解が得られないのいずれかが判明した場合，これら

の子問題 Pk は以後の考察から除かれる ③の限定操作

(列挙木の枝の見切り)は，子問題 Pk の最適値 z (Pk ) の

下界値を求め， I下界値がすでに得られている定問題P

') 
d 

元問題P

γ1=1 

\'2 ニ 1

図 7 分枝限定法の列挙木

g 
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のある許容解の目的関数値(それぞれ暫定解，暫定値と 関数値 νj(V， y) を簡単に計算て‘きる [3J. また[6Jによれ

三う)よりも大きければ，その子問題 Pk からは元問題 ば，関数ふ (V， y) は百に関して，①区分的線形かつ単調

Pの最適解が得られなし、」という，簡単な性質にもとづ 非減少な凸関数，②非負かつめ (V， O)=O ， ③ U →∞の

いている.下界値を求めるには，子問題 Pk の緩和問題 ときめ (V， y)→∞となる.

を定義し，その緩和問題の効率的な解法を構築する必要 いま，元問題Pにおいて，路 i (E R) の使用回数を

がある.この部分が分校限定法全体の効率を決定的に左 仇>ムzで、制限し，残りの路 r( 手 i) の使用回数を O壬仏語

右し，もっとも工夫をこらすべき点である. ムγ で制限した子問題(PIYi>ムi ， 0三仏語ム" r手 i) : 

3. 緩和問題

3.1 連続緩和問題

路 r (j)を頂点。から最小費用で頂点 j に進み， 再び

最小費用で頂点。に戻る路とする. 路 r (j)は最短路問

題を解くことで求められる.このとき，元問題Pの (6)

式を連続変数仏~O に緩和した連続緩和問題 P(線形計

画問題)は直接解けて ， Pの最適解と Pの双対問題D の

最適解が

� L: qjlQ, r ε {r( 1) , "', "(n)} 
Yr=1 r(})= γ 

L 0, r Et {r (1), …, r(n)} 

ür=crIQ, r E R 

Vj=cr(j)IQ, j E N 

Wrj=O , r ε R ， jEN 

(7) 

(8) 

となる [6]. iin V j , wr j はそれぞれ (3)-(5)式に対応す

る双対変数である.このとき，連続緩和問題P(あるい

は D) の最適値

z(P) =L: Vjqj 
jEN 

l士， 元問題Pの最適{直 z (P) に対する下界値となり，

z(P) 三~z(P) である.

(7)式のふを整数値に切り上げた解

yIγ=117r l， rER 

は， (3) パ 6)式を満たすので，元問題Pの暫定解となる.

また，そのときの暫定値

zI=L; Cγ íYr l 
γER 

は， 元問題Pの最適値 z (P) に対する上界値となり，

z(P) 三三 ZI である.

3.2 ラグランジュ緩和問題

V=('ii" "'，'1'n) の各成分を (8) 式で定め，路 r (E R) 

毎に y( ミ 0) を変数とする 2 つの関数

νr(V， Y)=ímax L: VjXrj 
jENγ 

I sub. to L: Xr i~玉 Qy
jeNr 

L O~玉 Xrj~三 qj， jιNγ 

。γ (V， y) =CrYーνγ (V， y)

を定義する.関数 νγ ( 'ii， y) は連続ナップサック関数と呼

ばれ Vjを大きい順に並べておけば，任意の y に対して

10 

min L: CTYT 
TER 

sub. to L: xTi 豆 Qyγ ， r E R 
jeNr 
L: xγj=qj， jEN 

γeRj 

0;三 Zγj;三 qj， jι N，.， rER 

YT ε{O ， 1 ，…，ムγ }， r 学 i

(9) 

(10) 

(11) 

( 12) 

( 13) 

約 ι{ムー +1 ，ムi+ 2，・・( 14) 

を考え上う. (11) 式に対応するラグランジュ乗数を Vj

とするラグランジュ緩和問題 (L(v)1仇>ムi ， O~勾r~

ム，.， r*i) は

min L:_ cTYγ + L: Vj(qj-L:_ Xrj) 
γeR jeN γERj 

sub. to L: Xr}壬Qy，.， r E R 
jeNr 
0;;玉 Xr } 壬 qj ， j EN，.， γ ER 

YγE {O, 1 ，…，ムγ }， r*i 

Yi E {ムi+ 1 ， ムi+2 ， …}

となる. (1)式と供向， y) の性質より，

z(L(V)1 め>ムü O~却γ豆ムγ ， r*i)=L: Vjqj 
jEN 

+ L: min{供(v ， yγ)1 百γ=0 ， 1 ，"'，ムγ}
γ手 Z

+minh?i(V ， YtlIYi=ムi+ 1 ， ムz 十 2 ，'" } 

=z(P)+仇 (V ， ム色 +1) (15) 

となる. (15)式は子問題の最適値の下界値となるから，

Z(PIYi>ムi ， 0豆め豆ムγ ， r 手 i) 主主 z(P)+仇(V， ム;+1)

が成り立つ.

4. 路生成法

がを元問題Pの 1 つの暫定解 ZI を対応する暫定値

とする. もし，

min ゆる (V ， ムも十 1)~zI- z(P) (16) 
ieR 

が成立すれば，任意の路 i ( ε R)に対して

Z(PIYi>ムi ， O~玉 Yr;;玉ムγ ， r*i) 三~ZI~Z(P)

が成り立つ. よって，子問題 (PI約>ムi ， 0豆め三五ムγ ，

r*i) からは暫定解 yI より優れた許容解が得られない.

yI より優れた許容解が存在するとしたら，子問題 (PIO

豆 y;;王ム)の最適解の中にある.

上記の準備の下に，次の問題 W(Vい

min 仇 (v， l)
iER 

オベレーションズ・リサーチ
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=minfmin Ci-L:; ViXii l 
iell IεNi 

I sub. to L:; Xり亘Q
jENi 

L O~玉 Xij豆 qj， j E Ni J 

を考える.問題 W(V) は，各頂点、 j (EN) 毎に商品の需

要 qj と販売価格巧が既知のとき， r商品をQだけもった

商人が，どのような路を歩き，どの頂点で，商品をどれ

だけ売るのが，利益最大(=費用と売上高の差最小)と

なるかj を決める問題と解釈できる.これは『水売り行

商人問題』として，鈴木他白]でその解法が示されてい

る.本研究では，利益の大きい順に h 番目までの許容解

(第 h 最適解)を求めるアルゴリズムを利用すとl ・

~'ì ， 7](売り行商人問題の第(kー 1)最適解までが既知

で，対応する路集合を S= {1， 2 ， … ， kー l}(çR) とする.

R\Sに属する路は未知なので，

ムァ >0 ， r E S={1 ， 2 ， … ， kー 1}

ムγ =0， r E R\ S={k,k+l , …} 

なる適当な非負整数ベクトルム=(ム1，".，ムM) を定め，

子問題 (PIO~五百三ム)を解く もしムが( 16)式を満たす

ならば，子問題 (PIO~三百豆ム)を解くことで ， S={1 , 2, 

...， k-l}に属する路のみを用いて元問題Pの最適解が得

られる ムが( 16)式を満たすか否かの判定は， (16)式の

左辺が

min </>i(V ， ムt+ 1) 
iER 

=min{min ゆる (V ， ムz 十 1) ， min 仇 (Vパ)} (17) 
ie8 iER¥S 

と変形できることを利用する. (17)式の第 l 項に，既知

の路 i ( E S) に対する関数値仇(V ， ムi+ 1 ) の比較なの

で，実質的には ν;(V ， y) の値を求める連続ナッヅサック

問題に帰着する 第 2 項は，水売り行商人問題 W(引の

第 h 最適解を求めることに帰着する.

このように本研究では，新たな路 r (E R\S) 電: 1 本生

成して現在の路集合Sに追加するか(ムγ=0→ムr=I) ，

すでに生成されている路 r ( E S) の使用回数の七限ムγ

を増やすかして(ムT>O→ムγ+1) ，子問題(PIO歪;y豆ム)

の最適解が元問題Pの最適解となるように，上限ベクト

ノレムと路集合 S を構成してゆく

5. アルゴリズムと数値例

次に 4章の路生成法を取り入れた分校限定法を述べ

る.通常の分校限定法では，列挙木を『根』に近L 、部分

からつぎつぎと分校して，節点(子問題)を生成してゆ

く.本研究での分校限定法は，これとは逆に，列挙木の

「葉』の方から節点から作り始め，徐々に『根』に近い

方の節点、を作りながら，全体の列挙木を構成するもので

1988 年 1 月号

ある(図 B ). 

また，本アノレゴリズム中に， ムの更新毎に子問題(PI

O~玉 y豆ム)を施設配置問題のアノレゴリズムを利用して繰

り返し解く部分がある このムの更新は 1 つの上限ムz

が +1 変化するだけなので，子問題 (PIO~y豆ム)を初

めから解き直さず，変化に関係する子問題だけを解くこ

とで済ませている.

くアルゴリズム〉

路 r (j) ('r/j E N) を求める.ある j で r (j)が存在

しなければ， 13へ進む Vj←Cγ(jl/Q (j ε N) ， z(P)• 

I; j 己 NVjqj・

2 元問題Pの暫定解がと暫定値 ZI を求める.

3 ム←(0， … ， 0) ， S←ゆ， k• 0, t• 0 

4 : k• k+l , t• t+ 1. 水売り行商人問題の第 h 最適解

を路 t として，め←min{仇(V， 1) l� E R¥S}. </>t ミ~ZI­

z(P) ならばめ=∞として 6 へ進む.

5 : Nt=Nγ なる路 r ( ι S) が存在するときは t←tー l

として 4 へ戻る.

6 仇←min{め (V ， ムγ十 1) Irε S}(S=ゅのときは仇←

∞).最小値を与える路を s とする.

7 ①min{仇 ， </>tl~ZI_Z(P) ならば 12へ進む.

②仇>めならば i←t ， S←Sut として 8 へ進む.

③仇豆めならば i←s として 8 へ進む.

8 ムz←ムi+1. 

9 施設配置問題のアルゴリズムで子問題 (Plyも=ムh

O三三め壬ムγ ， rヲとめを解き，最適解官。と最適値 zO を求

める(許容解が存在しないときはが←∞).

10 : zO<zl ならば ZI←ZO ， y1• ZO. 

11: </>s> めならば 4 へ戻る.ゆIS~玉めならば 6 へ戻る.

12: y1 が元問題Pの最適解， zl が最適値.停止.

13 :疋問題Pに許容解が存在しない.停止.

図 5 の例題 2 に対して木アルゴリズムを適用する.

表 1 に，水売り行商人問題の第 l 最適解から第 8 最適

解までに対応する路 k とその距離，および y =0, 1 ， 2 に

おける関数値仇(V ， y) を示した.図 8 には，本アルゴリ

ズムが生成する列挙木を示す. 得られた最適解は y*=

(0 , 1, 1, 0, "'， 0) で，最小費用はげ=120 である.頂点を

0→ l→2→0 と巡るトラックで，頂点 l に 100，頂点 2 に

200 の商品を配送し， 0→3→2→0 と巡るトラッグで，頂

点 3 に 100，頂点 2 に200の商品を配送する計画が最適で、

ある.

この例題では，表 l に示した 8 本の路のうち，最初の

5 本までで路の生成が終了し，残りの路を知ることなく

11 
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図 8 アルゴリズムで生成される列挙木

元問題Pの最適解が得られる しかも，図 8 の網掛けの

節点だけが，施設配置問題のアルゴリズムを用いて子問

題(PjYi=ムi ， 0主玉めさ玉ムγ ， rヲとりを実際に解いた節点

である.本稿で提案したアルコリズムは，このように効

率の良いものである.なお，破線で閤んだ節点、は，施設

配置問題のアルコリズム(これも分校限定法にもとづく)

が生成した節点である

数値実験の結果を表 2 に示す.頂点数 7 の完全グラフ

で，枝の移動費用 COりを [1 ， 100J の一様乱数，頂点 j の

需要 qj を[3， IOJ の一様乱数とした配送路問題を 10個生

6. おわりに

本稿では，需要の分割配達を許す配送路問題に対し

て，配送路を供給施設と見立てた施設配置問題への定式

化を与え，路生成法と分校限定法を組み合せた解法を述

べた.この解法は，施設配置問題を解く局面の分校限定

法の外側で，路を生成・追加する局面の分校限定法を用

いる二重構造の分枝限定法アルゴリズムとなっている.

参芳文献

成し，各問題に本アルゴリズム(分割配達)と， Laporte [ 1 J Christofides , N. , A. Mingozzi , and P. Toth , 

他 [4J のアルゴリズム(非分割配達)の 2 つを適用した. “ Exact algorithms for the vehicle routing 
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308 分割

192 非分割
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355 分訓

313 分割

363 分割

525 ・・目

191 

計算結果(頂点数=7[デポを含む:])

241 

192 

192 

32日

308 

338 

生成した
配送路数

表 2

問題

定価930円

重力の起源

2 月号/1 月初日発売
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( )内は解いた水売り行商人問題の数
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